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1. Egy filmstadiéo az elmilt évben nyolc filmet gyartott. A filmek jatékidejébol képzett
sokasag atlaga 110 perc, az egyetlen modusza 90 perc. A filmek koziil pontosan ketté hossza
megegyezik az atlaggal. A jatékidok medianja 105 perc, a leghosszabb film 160 perces.
Tovabba ismert, hogy mindegyik film jatékideje percben mérve oszthato 10-zel.

a) Adja meg a filmek jatékidejének szorasat! (6 pont)
Egy budapesti moziban az emlitett filmekre egy nap alatt 1500 darab jegyet vasaroltak
osszesen. Az eladott jegyek 35%-a diakjegy, 20%-a gyermekjegy, 10%-a nyugdijas jegy, a
maradék pedig teljes aru jegy volt. A teljes aru mozijegy 2000 Ft-ba Kkeriil, a
gyermekjegyek 20%, a diak- és nyugdijas jegyek 15% kedvezménnyel vasarolhatok meg.

b) Mekkora volt a mozi bevétele az emlitett filmek vetitésébol ezen a napon? (2 pont)

Ebben a moziban jelenleg dsszesen 12 kiilonboz6 filmet jatszanak, melyb6l 3 magyar, 5
amerikai, a maradék pedig mas orszagbdl szarmazik. Juli fanatikus mozirajongo, ezért
mindegyik filmet meg szeretné nézni.

c) Hanyféle sorrendben nézheti meg ezeket a filmeket, ha minden filmet pontosan egyszer
néz meg, illetve magyar film utin mindenképpen amerikai filmet néz (tehat magyar
nem lehet az utolsé megnézett film)? (5 pont)

Megoldds:

a) Tudjuk, hogy Osszesen 8 film van, és az atlaguk 110 perc, vagyis a filmek &sszesen 880 perc
hossztiak. Emellett a tovabbi adatokbol tudjuk, hogy 1 darab 160 perces, 2 darab 110 perces van.
(1 pont)

Ezen kiviil a medianbdl, valamint a paros elemszambol kideriil, hogy két szomszédos tag
szamtani kozepe lesz a 105, vagyis 100 lesz a mésik szdm, ami a mediant hatdrozza meg a 110
mellett. (1 pont)

Végiil pedig tudjuk, hogy legalabb 3 darab 90 perces film van, mivel 110 percesbdl 2 db van, és
az egyetlen modusz a 90. Viszont legfeljebb is 3 db 90 perces lehet, mivel ha 4 lenne, akkor a
median nem lehete 105, vagy az atlag nem érné el a 110-et. (1 pont)

Az utolso film idejét pedig az atlag segitségével kapjuk meg:
3-90+100+2-110+160+ x

8
perc. (1 pont)

Tehat a filmek hosszai: 90, 90, 90, 100, 110, 110, 130, 160 perc.
Majd a szoras képletét felirva megkapjuk, hogy:

=110, amit ha rendeziink, kideriil, hogy az utols6 film hossza 130

3-(110-90)" +(110-100)° +2-(110-110)" +(110-130)° + (110 -160)’
8 = 5\/Z ’
mindez egyenld 22,91 perccel, ami a szoérasa lesz a filmeknek. (2 pont)

b) Az adatokbol kovetkezik, hogy a jegyek 2000 Ft-ba keriilnek a felnétteknek, 1700 Ft-ba a
nyugdijasoknak és a didkoknak, és 1600 Ft-ba a gyerekeknek. Emellett az 1500 jegybdl 525 diék,
300 gyerek, 150 nyugdijas, és szintén 525 felnott. (1 pont)

Egyenletként felirva megkapjuk ezekbdl, hogy:
525-1700+300-1600+150-1700+525- 2000 = 2677500 Ft (1 pont)
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c) A filmek sorrendjét tigy tudjuk meghatarozni, hogy elészor 3 part alakitunk ki, mivel minden
, (5
magyar film utan amerikait néz Juli. Igy az 5 amerikai filmbdl 3-at kell kivalasztani, amit ( j

féleképpen tehetiink meg. (1 pont)

Azt, hogy ezeket az amerikai filmeket parba rakjuk a 3 magyar filmmel 3! féleképpen tudjuk
megtenni. (1 pont)

Végezetiil pedig a 3 part, a maradék 2 amerikait és a 4 masik orszagbo6l szarmazé idegen nyelvii

filmet 9! féleképpen tudja megnézni. (1 pont)
5

Tehat 6sszességében [3} 3191 vagyis 21772800 féleképpen tudja Juli megnézni a filmeket.

(2 pont)

Osszesen: 13 pont
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2. Egy vallalat tiz dolgozéja megbeszélést tart, amelyen két kérdésrdl is szavaznak, és csak
igennel vagy nemmel lehet voksolni, a szavazas pedig titkos. Egy kérdést csak akkor
tekintenek megszavazottnak, ha legalabb nyolc darab igen szavazat érkezik ra. A
megbeszélés soran véletleniil 6sszekeveredtek a két kérdésre adott szavazatok: o6sszesen 14
igen és 6 nem szavazat érkezett a kérdésekre.

a) Mekkora a valésziniisége, hogy az elsé kérdést megszavaztak? (4 pont)

A megbeszélésre fejenként egy kavét rendeltek. A kiszallito futar sajnos mar késon vette
észre, hogy a kavézoban elfelejtették rairni a kavékra, hogy koffeinmentesek-e. A futarnal
nagyon sok kavé van, ugyanis egy fuvar alatt tobb rendelést is teljesit. Tapasztalatai
alapjan ugy becsiili, hogy egy kavé 0,15 valésziniiséggel koffeinmentes.

b) Mekkora a valosziniisége, hogy a cég dolgozéi egynél tobb koffeinmentes kavét kapnak
a futartol? (4 pont)

A kavézé, ahonnan rendeltek, a kovetkezé stratégiat alkalmazza: minden honap elején
10%-kal megemeli a kavé aktualis arat, majd ezt rogton csokkenti 50 Ft-tal. Jelenleg egy
kavé 1000 Ft-ba Keriil.

c) Hany hénap utan fogja meghaladni az 1500 Ft-ot a kavé ara? (6 pont)
Megoldds:

a) Az els6 kérdést akkor szavaztak meg, ha 8, 9 vagy 10 igennel szavaztak az adott kérdésre.
14\(6
)
20
o

Annak a valoszintisége, hogy 8-an szavaztak igennel

) o

, annak, hogy 9-en szavaztak

igennel “T0Y és végiil annak, hogy 10-en “To0y @ valdsziniisége. (3 pont)
) )
45045+12012+1001
Ezeket a kiilonboz6 eseteket dsszeadva: =0,314.
184756

Vagyis annak a valoszinisége, hogy az elso kérdést megszavaztak 0,314. (1 pont)
b) Komplementer eseménnyel szamolva azt kell meghatarozni, hogy mekkora valosziniiséggel

kaptak O vagy 1 koffeinmentes kavét, ehhez a binomialis eloszlas alkalmazando. (1 pont)

Annak a  valészinlisége, hogy 0  darab  koffeinmentes  kavét  kaptak:

10
( A ]-(0,15)0 .(0,85)" =0,197 (1 pont)
. 10 1 9
Annak a valoszintisége pedig, hogy 1 darabot: . -(0,15) -(0,85)" =0,347 (1 pont)

Végiil pedig a komplementer esemény miatt az alabbi egyenlet fogja megadni nekiink a
valosziniséget: 1-0,197—-0,347 = 0,456. (1 pont)

c) Ennek a meghatarozashoz felirjuk azt, hogy hogyan fog valtozni a kavé ara n honap alatt, ehhez
fel tudjuk irni az aldbbi egyenldtlenséget:
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((((2000-1,1-50)-11-50)-1,1-50)...) 11-50 1500, ahol Gsszesen n-1 darab zaréjel
szerepel a bal oldalon. (1 pont)

Ezt atalakitva megkapjuk azt, hogy: 1000-1,1" =50-(L,1"™" +1,1"* +...+11+1) >1500 (1 pont)

Vagyis a mértani sorozat dsszegképletének segitségével megkapjuk, hogy:

11"-1

1000-1,1" —-50- >1500 (1 pont)

Ezutan mar csak az egyenldtlenséget rendezziik:
1000-1,1" —500-1,1" + 500 >1500
500-1,1" >1000

11" >2

Itt a logaritmus azonossagainak kdszonhetden kapjuk, hogy:

lgL,1" >1g2 (1 pont)

n-lgl1>1g2

n> 192 ~ 7,27 (1 pont)
lgl,1

7,27-nél nagyobb egész szamot keresiink, ami a 8 lesz, vagyis a 8. honap utan fogja meghaladni

a kavé ara az 1500 Ft-ot. (1 pont)

Osszesen: 14 pont
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3. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!

1
a) Ig(xs—l)—glg(x2—2x+1)=Ing (8 pont)
b) \/(ctg X —sinx-cosx)tgx =1 (5 pont)
Megoldas:

a) lg(x° —1)—%Ig(x2 -2x+1)=Ig21

El6szor ki kell kotniink a numeruszokra, amibél kideriil, hogy az x®—1>0, vagyis az x>1,

emellett pedig az x* —2x+1>0, amibdl pedig az X #1. (1 pont)
A masodik logaritmus numerusza egy teljes négyzet:

1
Ig(x3—1)—§lg(x—l)2 =lg21 (1 pont)
A kitevd kihozhat6 a numeruszbdl a logaritmus elé szorzoként:
lg(x*-1)-lg(x-1)=1g21 (1 pont)

A két logaritmus kiilonbségét egy logaritmusba irhatjuk at:

oY ga

= 1 pont
: (x-1) J (1 pont)
Ezutan a logaritmus szigori monotonitasat kihasznalva elhagyjuk a logaritmusokat, és a tort
szamlaldjaban 1évé nevezetes azonossagot felbontjuk.

(x—l)(x2 + x+1)

=21 2 pont
= (2 pont)
X +x+1=21
x*+x—-20=0 (1 pont)
Itt a masodfoku kifejezésiinkbol a két gyok a 4 és a —5, de a kikotésnek csak a 4 felel meg, tehat
az egyetlen megoldas az X =4. (1 pont)

b) \/(ctg x—sinx-cosx)tgx =1
Ertelmezési tartomany miatt a Ctg X -et nem értelmezziik akkor, ha a sinx =0, a tg x-et pedig

akkor, ha a cosx =0, ezaltal azt kapjuk, hogy az X # 0+ k~g, aholk e Z. (1 pont)

Eldszor beirjuk a ctg X és a tg X definicioit, majd elvégezziik a beszorzast:

COSX . sin X
——-—sinx-cosx |—— =1
sin X COS X

1-sin®x =1 (1 pont)
Felhasznaljuk a trigonometrikus Pitagorasz-tételt:

cos’ x =1 (1 pont)
A négyzetre emelés, majd gyokvonas éppen az abszolut értékkel egyenértékii:
cos x| =1 (1 pont)
fgy két lehetdség adodik:
cosx==1
Ebbdl pedig azt kapjuk, hogy x=0+K-7 , aholk €Z, de ez a megoldashalmaz nem fog
nekiink j6 megoldast adni a kikotés miatt, tehat nincs megoldasa a feladatnak. (1 pont)

Osszesen: 13 pont

-6-
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4. Egy sarkanyrepiilot szeretnénk késziteni. Ennek a ,szarny” része egy szimmetrikus
konkav négyszog alaku vaszon, melynek két-két oldala 6 és 5 méter hosszu, a konkav szoge
pedig 220° -os. Erre egy oldaltol oldalig éré fémrudat szeretnénk rogziteni, amely a repiil6
tobbi részével valo kapcsolatot fogja biztositani. A repiilés kozben fontos a megfeleld
egyensuly, igy a fémridnak merodlegesnek Kkell lennie a Kkonkav szarny
szimmetriatengelyére, tovabba ugy kell rogziteni, hogy a szarny rud folé esé teriilete
megegyezzen a rud ala eso teriilettel.

a) Hany méter hosszu ez a sziikséges fémrud? (A fémrud vastagsagatél eltekintiink,
tovabba tudjuk, hogy a rud egyenese végig a négyszogon beliil halad.) (8 pont)

Adam 90 percre bérel ki egy sarkanyrepiil6t, amivel atlagosan 20 km/h sebességgel tud
repiilni. Egy 0,5 kilométer sugaru kor mentén szeretne végig repiilni.

b) Hany kort tud megtenni a bérlési ideje alatt, ha mar nem kezd meg egy ajabb kort,

amennyiben azt nem tudja idében befejezni? (3 pont)
Megoldas:
a) Elészor kiegészitjik a konkav négyszoget egy 0

haromszogre ugy, hogy A-t és C-t 6sszekotjiik egymassal,
igy kaptunk a haromszdgon beliil is egy 1) haromszdget,
ami az ABCa lesz, és a B csucsanal 1évo szoge 140°-0s y y
lesz. Ebbdl koszinusztétel segitségével kiszamithatjuk az
AC oldal hosszat, ami

|AC|=+/5? +5? —2-52-c0s140° =9,4 m. (1 pont)

Ezutan ki tudjuk szamolni az ACDa-ben a D csucsnal
1évo szoget szintén koszinusztétellel:

9,4°=6"+6°—2-6°-cosd, amibél kijon, hogy a
0 =103,13°. (1 pont)

e . 57 -s5in140° ) o
Majd kiszamoljuk az ABCa teriiletét, T,g. = B — =8,03 m?, és az ACDa teriiletét is,

6% -sin103,13°
Taco :f=17,53 m?, amiket ha kivonunk egymasbol, megkapjuk a konkav

négyszdgiink teriiletét, ami T,op = Taep-Tase =17,53—-8,03=9,5 m% (2 pont)
_ Tgep _ 90

Ennek a teriiletnek a felével lesz egyenlé az EDF a teriilete: Tgpe = > ~ g 4,75 m?,

2 -
: -8in103,13°
amit fel tudunk Ggy irni, hogy Tgpr = y

=4,75 m* = y=312 m. (2 pont)

Ebbdl pedig koszinusztétellel ki tudjuk szamolni a kérdéses tartorudat, ami

|EF|=+/3,12? +3,122 ~2.3,12? -c0s103,13° = 4,89 m. (1 pont)
Vagyis a tartoérad hossza 4,89 méter. (1 pont)
b) Tudjuk, hogy a kor sugara 0,5 km, emellett azt is tudjuk, hogy a kor keriilete K=2rr, vagyis 1
kor K=2-0,5-7=m km hosszu. (1 pont)
Majd az s = v-t képletet hasznalva megkapjuk azt, hogy s =20-1,5=30 km. (1 pont)

30 .
Ezutan megnézziik, hogy hany teljes kort megy dsszesen, ami pedig: — = 9,55, vagyis dsszesen
T

9 teljes kort tud megtenni. ) (1 pont)
Osszesen: 11 pont
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Az 5-9. feladatok koziil tetszés szerint valasztott négyet kell megoldania.

5. Egy térképre rahelyeziink egy koordinatarendszert, amelyen egy egység egy kilométernek
felel meg. Ezen a térképen az A falu koordinatai (2;2), a B falué pedig (5;1). A C falu

koordinatait nem tudjuk pontosan leolvasni, viszont tudjuk, hogy az A falutdl 3 km a
tavolsaga. Ezen Kiviil lemérjiik, hogy a C falubél, az A és B falu altal meghatarozott szakasz
60° -os szogben latszik.

a) Hatarozza meg a C falu koordinatait, ha tudjuk, hogy a masik két faluhoz hasonl6an
az els6 siknegyedben talalhatd! Valaszat két tizedes jegyre kerekitve adja meg!

(9 pont)

Az A, B és C falvak még ot faluval kiegésziilve minden évben kozos falunapot tartanak.
Ezen megrendezésre keriill az ugynevezett ,porkolt f6zé bajnoksag”. Ennek az a
kiilonlegessége, hogy a falvak parbajokban mérkéznek meg, és minden viadalra mas-mas
étellel kell eléallnia mindenkinek, az adott parbaj gyoztesérol pedig egy fiiggetlen zsiiri
dont. A bajnoksag egy csoportkorrel kezdddik, amelyben két négyfds csoportba osztjak be
a nyolc falut, és a sajat csoportjaban mindenki megkiizd mindenkivel. Ezek alapjan
mindkét csoportbol a legjobb két falu jut tovabb, innentdl egyenes agi kiesés érvényes a
versenyre (tehat a harmadik helyért mar nem tartanak parbajt).

b) Hanyféle étel késziil osszesen a bajnoksagon, ha tudjuk, hogy nem Kkésziilt két
egyforma étel? (3 pont)

A csoportkor utan a négy tovabbjutott falu koziil teljesen véletlenszeriien sorsoljak ki a
megmérkozo parokat. (Tehat elofordulhat, hogy éppen az azonos csoportbol tovabbjuto
falvak mérkoéznek meg egymas ellen.) Tudjuk, hogy az A falu a csoportkorben az elsé
csoportban volt és tovabbjutott. A B falu a masodik csoportba Kkeriilt, viszont itt még nem
tartottak meg a parbajokat.

C) Mekkora a valésziniisége, hogy az A és a B faluk féznek a dontében egymas ellen, ha

ugy szamolunk, hogy minden falu egyenléen esélyes (vagyis mindenki %

valésziniiséggel nyer egy parbajon)? (4 pont)

Megoldas:

a) Tudjuk, hogy az ﬁ=(3;—1):>‘@‘=«/32+(—1)2 =410, illetve tudjuk azt is, hogy az
|AC|=3. (1 pont)
Szinusztétel segitségével ki tudjuk szamolni a B cstGcsnal 1éve szoget, ami
sin g 3 . .. . : :

- =——= [=5524", ebbdl edi kijon a harmadik sz0 is, ami:
Sin60 10 B pedig  kij g
a=180"-60"—- 5 =64,76". (1 pont)
Innen pedig ki tudjuk szadmolni szintén szinusztétellel a harmadik oldal hosszéat, ami:
BC| sin
IBC| |:—_ 2 - |BC|=33. (1 pont)

3 sing

Ezutan felirunk két koregyenletet: egy A kozéppontat 3 km, és egy B kozéppontat 3,3 km
sugarral. Ezen korok metszéspontjaban lesz a C pont, ami a harmadik falut jeldli.

(x—2)2+(y—2)2 =3

2 pont
(x=5)° +(y-1)"=3,3° (2 pon
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b)

X2 +y?—4x—4y-1=0

X* +y>—-10x—-2y+15,11=0

Ezutan az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodikat: 6x—2y—16,11=0 (1 pont)
Ebbdl azt kapjuk, hogy: y =3x—8,055, és ezt behelyettesitjiik az elsé egyenletbe.

X? +9x* —48,33x + 64,88 - 4x —12x+32,22-1=0

Ezt rendezve megkapjuk az alabbi masodfokl egyenletet:

10x* —64,33x+96,1=0 (1 pont)

X, =407 'y =4155

1 pont
X,=2,36 "y, =-0,975 (1 pont

Ezt megoldva két megoldaspart kapunk:

Ebbdl két darab koordinatat kapunk, de nekiink csak a pozitiv-pozitiv koordinata lesz a jo
megoldasunk, mivel az van az els6 siknegyedben, vagyis a C falu koordinatai: C (4, 07;4, 16).

(1 pont)
A csoportkorokben az dsszes mérk6zés szama 2- [ZJ , ha mindenki mindenkivel jatszik.

(1 pont)

Ezentul az egyenes kieséses szakaszban az elédontében 2-t, majd a dontében 1 mérkdzést

4
jatszanak le, tehat dsszesen 2- (ZJ +2+1=15mérkézés zajlott le. (1 pont)

Mivel mindegyik mérkézésen mindkét fél f6zott, ezért 2-15 =230 darab étel késziilt. (1 pont)

1
Annak a valdszintlisége, hogy B falu tovabbjut a csoportbol 5 (1 pont)

2 .
Annak, hogy A és B nem talalkoznak az el6dontdben 3 a valoszinlisége, hiszen Osszesen

3
(ZJ =3 féle parositas lehetséges, amelybdl 2 esetben nem egymas ellen parbajoznak. (1 pont)

. : . DR S S ¢ o

Es annak, hogy mindketten megnyerik az el6dont6t 23 = 2 a valosziniisége. (1 pont)
. . - . : 121 )

Ezek fiiggetlen események, vagyis dsszeszorozva 6ket megkapjuk, hogy 23 = T} az esely

arra, hogy a dontében talalkoznak. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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6. Adott az alabbi két fiiggvény:
f(x)=x*+5x—-4
g(x)=3x-1
a) Szamitsa ki az f —2g fiiggvény zérushelyeit és lokalis szélsoérték helyét/helyeit!
(6 pont)

b) Hatirozza meg az f és g fiiggvények grafikonjai altal kozbezart teriilet nagysagat!

(6 pont)
g2
C) Hatarozza meg a 3 fiiggvény +oo-ben és —o-ben vett hatarértékeit! (4 pont)
Megoldas:
a) Irjuk fel az igy kapott fiiggvényt: f —2g =X*+5x—4-2- (3x —l) =x*—Xx—-2 (1 pont)
Zérushelye ott lesz ennek a fiiggvénynek, ahol 0-at vesz fel, tehat: x> —x—2=0. (1 pont)
Ezt a masodfoku egyenletet megoldva X, =—1 és X, = 2 lesz a két gyokiink,
vagyisa —1 és a 2 lesz a fiiggvényiink két zérushelye. (1 pont)
A fiiggvénynek ott lesz lokalis sz¢élsdértéke, ahol az elsd derivalt nullat vesz fel, vagyis
(f-2g) (x)=2x-1=0. (2 pont)
1
Amibdl X = > lesz az egyetlen lokalis szE&ls6érték helyiink. (1 pont)

b) A két figgvény metszéspontjai kozott kell majd integralnunk a kdzbezart teriiletet, tehat ott, ahol
f =g, vagyis 3x—1=x*+5x—4, amibél 0=x*+2x—3 masodfoki egyenletet megoldva
megkapjuk, hogy ez a két ponta —3 és az 1. (1 pont)

A két fliggvény kozti teriilet a fliggvények kiilonbségének hatarozott integraltjaval szamolhat6
Ki, ezért az alabbi integralast kell elvégezniink:

1 1
[3x=1-(x*+5x—4) dx = [ -x* —2x+3 dx (2 pont)
-3 -3
A Newton-Leibniz formulaval szamitsuk ki a hatarozott integralt:
X, '
= x> +3x (1 pont)
3 3
1 —27 5 32
Ebbdl azt kapjuk, hogy: (—5 -1+ 3) - (—T -9- 9) = 3~ (—9) = 3 tehat a keresett tertilet
10,67 teriiletegység. (2 pont)
g2

c) Irjuk fela T fliggvényt:

¢ (31 9x-6x+l (1 pont)
f  X*+5x—-4 Xx*+5x-4

Ezutan emeljiink ki a szdmlalobol a nevezd 9-szeresét:
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(X’ +5x-4) _51x137 _  -51x+37
+ =9+

= 1 pont
X*+5x—4 X’ +5x-4 x> +5x—4 (1 pont
, , —51x+37 T e ,
Ezutan mar csak a " egyenletet kell vizsgaljuk, amibd6l kideriil, hogy +oo-ben és —o
X* +5x—
-ben is 0-hoz fog tartani, ugyanis a szamlalot és a nevezot is leosztva X2-tel a szamlalo 0-hoz, a
-51 37
nevezd pedig 1-hez fog tartani: % (1 pont)
1+———
X X
Tehat a fuggvény 9+0-hoz, azaz 9-hez fog tartani mindkét végtelenben. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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7. Egy ékszerész olyan gyémantokat készit, amelyek egy szabalyos hatszog alapu egyenes
gulabdl és egy szintén szabalyos hatszog alapu egyenes csonka gulabol allnak dssze. A gula
alapja, illetve a csonka gila nagyobb alapja tokéletesen egyformak és ezek illeszkednek
egymashoz. A gila alapja egy 3 egység oldalhosszusagu szabalyos hatszog, a csonka gula
masik alapjanak oldalai pedig 2 egység hosszuak. A gula palastjat alkotéo haromszogek
szarai 5 egység hossziiak, a csonka gula magassaga éppen a gila magassaganak felével
egyezik meg.

a) Szamitsa ki egy ilyen gyémant térfogatat! (8 pont)

A kereslet novekedése miatt mar harom gép segitségével gyartja az ékszerész a
gyémantokat. Az elso gép altal késziilt gyémantok koziil minden 20. selejtes, a masodik gép
92%0-0s hatékonysaggal dolgozik. Az dsszes gyémant 40%-at az elsé gép, 30%0-at a masodik
gép, a maradékot pedig a harmadik gép gyartja.

b) A harmadik gép milyen hatékonysaggal dolgozik, ha tudjuk, hogy egy véletlenszeriien

9
kivalasztott selejtes gyémant 31 valésziniiséggel a harmadik gépbdél szarmazik?

(8 pont)
Megoldas:
a) Tudjuk, hogy a hatszog teriilete, ami az alapja mindkét testnek T=6- w =23,38.

(1 pont)

Ezentul a gila magassagat megkapjuk abbdl, hogy a palast alkotoi 5 egység hosszuak, az alapja
pedig a hatszog oldalaval egyezik meg, mivel szabalyos hatszog, tehat egy Pitagorasz
haromszoget kaptunk, amiben az egyik befog6 a glila magassaga, tehat:

M=+/5*-3" =4 (2 pont)

Ezéltal a giila térfogatat mar ki is tudjuk szamolni: Vg, = T '3M =B34 2117, (@pony
, e 1 oeag : o 2-2-sin60°
A csonkagula felsd lapjanak teriiletét is megtudjuk hatdrozni: t=6- B — =10,39.

(1 pont)

Emellett a csonkagtla magassaga fele a gtilaénak, m = g =2, igy a csonkagula térfogata:

) m(T+Jﬁ+t) ) 2-(23, 38++/23,38-10,39 +1o,39)

Csonkagula — 3 3 = 32’ 9 (2 pont)

Tehat a ket test térfogata dsszesen: Vg 4, =32,9+ 31,17 = 64,07 egységkob. (1 pont)
b) Azelsé gép ZLO =0,05 része selejtes, és 0,4 részét gyartja az 6sszesnek. (1 pont)

A masodik gép 0,08 része selejtes, és 0,3 részét gyartja az 6sszesnek. (1 pont)

A harmadik gép pedig X része selejtes, és 0,3 részét gyartja az §sszesnek. (1 pont)

Ezaltal felirhatjuk azt az egyenletet, hogy:

9 0,3x 0,3x

2 _ (3 pont)

31 0,4-0,05+0,3-0,08+0,3x 0,044 +0,3x

0,01277 +0,0871x =0, 3x

x=0,06 (1 pont)

Tehat a harmadik gép 1—x = 0,94, vagyis 94%-os hatékonysaggal dolgozik. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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8. Egy tarsasag 1j hobbija a szabadulészoba, ezért az utobbi héten harom szobat is
meglatogattak. Mindegyik esetben 60 perc allt rendelkezésre a Kijutasra, és nagy oromiikre
mindig sikeriilt idében kiszabadulniuk. A harom Kkijutasi ido (percben mérve) egy szamtani
sorozatot alkot. A legrovidebb idébdl 36 percet, a kozépsobol 5 percet kivonva, a
leghosszabbhoz pedig 170 percet hozzaadva egy olyan mértani sorozathoz jutunk, melynek
kvociense megegyezik az eredeti szamtani sorozat differenciajaval.

a) Hany perc volt a tarsasag legrovidebb Kijutasi ideje? (9 pont)

Az egyik szobaban a Kijutast biztosito utolsé kulcs egy érdekes diszdobozba volt elrejtve.
Ez egy olyan félgomb alaku doboz, amelyben még benne van egy kiparnazott, kocka alaku
kisebb doboz ugy, hogy a kocka egyik lapja a félgomb sikmetszetére esik, a szemben 1évé
négy csucsa pedig beliilrél érinti a gombot.

b) Mekkora ennek a diszdoboznak a felszine a kocka oldalanak fiiggvényében, ha ez a
félgomb zart, vagyis a kocka Kiviilrél nem lathato? (7 pont)

Megoldds:
a) Jeldlje a szamtani sorozatot:a,, a,+d, és a +2d.

frjuk fel a mértani sorozatot is a szamtani sorozat fiiggvényében, vagyis: a, — 36, a+d-5,¢s

a, +2d+170.
Ezenkiviil tudjuk még, hogy a szdmtani sorozat differencidja megegyezik a mértani sorozat
kvociensével, vagyis felirhatjuk azt, hogy q=d. (1 pont)

a,+d-5 a +2d+170
a, —36 a+d-5
0=ad-a-37d+5
Ezeket rendezve a kovetkez6 két egyenletet kaptuk: , (1 pont)
0=ad-a+d°-7d-170

A masodik egyenletbdl az elsét kivonva az alabbi masodfoku egyenletet kapjuk:

Emiatt felirhatjuk az alabbi egyenleteket: d = (2 pont)

0=d*+30d -175 (2 pont)
A két megoldasa az egyenletnek a —35 ¢és az 5, de ezekbdl csak az 5 fog j6 megoldast adni
nekiink. (1 pont)

fgy a d =5-6t behelyettesitve az elsé egyenletbe megkapjuk azt, hogy:
0=5-a —a —185+5,

vagyis a, =45. (1 pont)

Tehat a legrovidebb kijutasi ideje a csapatnak 45 perc volt. (1 pont)
b) Legyen a kocka oldala x, a félgomb sugara pedig r.

A kocka alsé lapjanak kozéppontja egybeesik a félgdmb kozéppontjaval, (1 pont)

ezért a kocka also lapjanak atlojanak a fele, a kocka magassaga, és a kocka also lapjanak
kozéppontja és a felsd csucsok egyike altal meghatarozott szakasz pont egy Pitagorasz
haromszoget hataroznak meg, amelyben utobbi szakasz pont a félgomb sugaraval egyenld.

(1 pont)
A kocka als6 lapjanak a félatlojat szintén egy Pitagorasz-tétellel kapjuk meg:

&G PG o

2
fgy megkapjuk az alabbi osszefiiggést: r =, [x* + 2(%) =,[=X (1 pont)

4.r%. ¢

Ezutan felirjuk a félgémb felszinének képletét, ami: Agyyqp = +r2-m=3-r*-1 (2 pont)

Ezt kdvetden behelyettesitjiik a mar kordbban kapott 0sszefliggésiinket:
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2
9
Acaigomb = 3-( gxz J = > x% - a felszin, a kocka oldalanak fiiggvényében. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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9. Tekintsiik a kovetkezo allitast: ,,Minden pozitiv egész n esetén a 3-5°""' +2°™" Kifejezés
oszthato 17-tel.”

a) Fogalmazza meg az allitas tagadasat! (2 pont)
b) Déontse el, hogy igaz-e az allitas! Valaszat indokolja! (8 pont)
A 63 462 szamjegyeit leirjuk az 6sszes lehetséges sorrendben.

c) lgy hany otjegyii szamot kapunk, és ezek koziil hany darab lesz négyzetszam?

(6 pont)
Megoldas:
a) Létezik olyan pozitiv egész n, hogy a 3-5°"*" + 2°" kifejezés nem oszthatd 17-tel. (2 pont)
b) Bizonyitsuk be teljes indukcioval.
Nézziik meg n=1-re:
3.5° 4+ 2% =391 => oszthat6 17-tel, tehat n=1-re igaz. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy igaz n =Kk -ra, ez az indukcids feltevés:
17|3-5% 4. 2%+ (2 pont)
Nézziikk meg n=Kk +1-re.
17 | 3. 52(k+1)+1 n 23(k+1)+1 (1 pont)
17|25-3-5% +.8. 2%+ (1 pont)
17]17-3-5%°1 +.8-(3-5% + 2% (1 pont)

Ebbdl latszik, hogy az allitas igaz, mivel az 0sszeg els6 felében van egy 17-es szorzo, vagyis
biztosan oszthatd 17-tel, az O0sszeadds masik felében pedig az indukcids feltevésben 1évo
kifejezés 8-szorosa talalhato, ami szintén oszthato 17-tel, tehat az allitas igaz. (2 pont)
c) AzS5 szamot 5! féleképpen irhatjuk le, (1 pont)

. o! .
viszont egy szdm kétszer szerepel benne, ezért Gsszesen 21 = 60 féleképpen tudunk Otjegyii

szamokat késziteni. (2 pont)
Ezen szamok mind oszthatéak 3-mal, mivel a szamjegyeik 0sszege oszthatd 3-mal, viszont a
kapott szamok koziil egyik se lesz oszthato 9-cel, mivel a szamjegyeik 6sszege nem oszthat6 9-

cel. (2 pont)
Ezért egy négyzetszam sem lesz a szamok kozott, mivel a primtényezds felbontasukban a 3-as
szam hatvanya paratlan kitevén lenne. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

A szerezheté maximalis pontszam: 115 pont
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