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Trigonometria
Megoldasok
1) Igazolja, hogy ha egy haromszog szogeire érvényes az alabbi osszefiiggés:
sina : sinf = cos(a+y):cos(B+7v),
akkor a haromszog egyenld szaru vagy derékszogu! (14 pont)
Megoldas:
Mivel a haromszog szbégeinek Osszege 180°, ezért a+y=180-, valamint
p+vy=180-a (1 pont)
és cos (180 —p)=—cosp, valamint cos (180 —-o)=—cosa (1 pont)
A megadott egyenléség pontosan akkor teljesill, ha sina:sinff =cosf:cosa
(1 pont)
EDbbdl a sina-cosa =sinf-cosp egyenldéség kovetkezik (1 pont)
A kétszeres szdg szinuszara vonatkozo azonossagot hasznalva kapjuk, hogy
sin2a = sin 2 (3 pont)
Egy haromszog barmely szog kétszeresének értéke 0° és 360° kozé esik, ezért
a fenti egyenléség két esetben all fenn: (3 pont)
20 =23, vagy 20+23 =180 (2 pont)
Az els6 esetben o =f, tehat a haromszog egyenld szara (1 pont)
A masodik esetben o+ =90, igy y =90, a haromszog derékszogii (1 pont)
Osszesen: 14 pont
2) Jelélje H a [0;2n] intervallumot. Legyen A a H azon x elemeinek
halmaza, amelyekre teljesiil, hogy 2°"* > 1 egyenlétlenség, és B a H azon
részhalmaza, amelynek x elemeire teljesiil a 2°** <1 egyenlétlenség.
Adja meg az A halmazt, B halmazt és az A\ B halmazt! (13 pont)
Megoldas:
Az egyenlétlenségeket irjuk 2™ >2°, illetve 2°°* <2° alakba (2 pont)
A 2-es alapu exponencialis fliggvény szigora monoton né (1 pont)
ezért 2°™* > 1 pontosan akkor teljestil, ha sinx >0 (1 pont)
ezért 2°°% <1 pontosan akkor teljestil, ha cosx <0 (1 pont)
Az alaphalmazon a sinx >0 egyenlétlenség megoldasa O<x <= (2 pont)
azaz A =]0;n| (1 pont)
Az alaphalmazon a cos x <0 egyenlétlenség megoldasa g < x< % (2 pont)
azaz B = }E;ﬂ{ (1 pont)
2 2
Mindezek alapjan A\ B = }0; g} (2 pont)
Osszesen: 13 pont
3) Az aés b vektor koordinatai a t valéos paraméter fiiggvényében:

a(cost;sint) és l_)(sin2 t; cos’ t)
a) Adja meg a és b vektorok koordinatainak pontos érékét, ha t az ?n

szamot jeloli! (2 pont)
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b) Mekkora az a és b vektorok hajlasszoge t = % esetén? (A keresett

szoget fokban, egészre kerekitve adja meg!) (S pont)
c) Hatarozza meg t olyan valos értékeit, amelyek esetén a és b
vektorok merdlegesek egymasra! (7 pont)
Megoldas:
a) g(cos@;sin@j:g —E;l (1 pont)
6 6 2 2
b(sin2 5—”;0032 S—ﬂj = l_)(l,g] (1 pont)
6 6 4 4
b) Jeldljuk a két vektor altal bezart széget a-val. A koordinataival adott vektorok
skalaris szorzata kétféleképpen is kiszamithato: ab = —ﬁ A + 13 = 3-V3
2 )4 2 4 8
(1 pont)
illetve ab = |a||b|cos (1 pont)
Mivel |a|=1 és |b| = ‘/E _vi0 (1 pont)
16 4
Ezért ﬂ(:OSOL = 3-43 , €bbdl cosa = 3-43 ~ 0,2005 (1 pont)
4 8 2410
Innen o ~78,43°. Tehat a két vektor ebben az esetben kb. 78°-0s szoget
zar be. (1 pont)
c) A két vektor akkor és csak akkor merélege egymasra, ha ab=0 (1 pont)

A keresett t ismeretlent a szokasosabb médon x jeloli. Mivel
ab =cos xsin® x +sinxcos® x, igy a cosxsin®x+sinxcos®’x=0 egyenlet
megoldasa a feladat. Azonos atalakitassal adodik:

cos xsinx(sinx+cosx)=0 (1 pont)

Ez a szorzat pontosan akkor nulla, ha
cosx =0 vagy sinx =0 vagy sinx+cosx=0 (1 pont)

x:g+nn, ahol neZ vagy x=kn, ahol keZ vagy sinx+cosx=0 (2 pont)

A (3) alatti egyenletnek nem megoldasai azok az x szamok, amelyek
koszinusza 0, igy az egyenlet megoldashalmaza azonos a tgx =—1 egyenletével
(1 pont)

Azaz x:%+mn, ahol meZ
A két vektor tehat pontosan akkor merdleges egymasra, ha t= n-g vagy

t=%+mn,ahol nmeZ (1 pont)

Osszesen: 14 pont
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4) Hany (x;y) rendezett valés szampar megoldasa van az alabbi
egyenletrendszernek, ha x és yis a [0;21‘:] zart intervallum elemi?
sinx-cosy=0
. . 2 1 (16 pont)
sinx+sin“y =—
4
Megoldas:
Az (1) egyenletbdl felhasznalva, hogy egy szorzat pontosan akkor O, ha az
egyik tényezdéje O, két eset adodik: sinx=0, cosy=0 (2 pont)
sinx =0 eset:
Az egyenletrendszer megoldasaira vonatkozo feltétel miatt 3 x érték tesz eleget
az (1) egyenletnek: x, =0, x, =m, x; =21 (1 pont)
A sinx =0 feltételt behelyettesitve a (2) egyenletbe: sin’y :% (1 pont)
tehat siny = % (1 pont)
. 1
és siny =—— (1 pont)
2
) 1 . . T Sn
a siny = 3 egyenletnek két y érték tesz eleget: y, = 5’ Y, = = (1 pont)
. 1 . . n 11n
a siny = 5 egyenletnek két y érték tesz eleget: y, = e Y, = e (1 pont)
Igy 6sszesen 4 y érték tesz eleget az egyenletrendszernek ebben az esetben
(1 pont)
Tehat ebben az esetben 3-4=12 darab (x;y) rendezett szampar tesz eleget
az egyenletrendszernek (1 pont)
cosy =0 eset:
Az egyenletrendszer megoldasaira vonatkozo feltétel miatt két y érték tesz
eleget az (1) egyenletnek: y. = g, Y = % (1 pont)
Ha cosy =0, akkor siny =1 (1 pont)
Ezt behelyettesitve a (2) egyenletbe: sinx = —% (1 pont)
ami a [0;2n] intervallumon két x értékre teljestl (x, ~ 3,9897, x, ~ 5,4351)
(1 pont)
Ebben az esetben 2-2=4 rendezett szampar tesz eleget az
egyenletrendszernek (1 pont)
A sinx=0 és a cosy=0 esetekben kiulénb6ézé szamparokat kaptunk, igy
O0sszesen 12+4 =16 rendezett szampar tesz eleget az egyenletrendszernek
. (1 pont)
Osszesen: 16 pont
5) Oldja meg a kovetkezo egyenletrendszert, ha x és y valés szamok,

tovabba x>0,x#1 és y>0,y#1.
log, y+log, x=2 }

13 t
sin(2x + 3y) +sin(4x+y) =1 (13 pont)
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Megoldas:

Attérve azonos alapu logaritmusra: log, y + 1 =2 (2 pont)
08, Y

Mivel egy pozitiv szamnak és a szam reciprokanak 6sszege pontosan akkor 2,
ha a szam 1 (2 pont)
ezért log y=1 (1 pont)
azaz x=y (1 pont)
Behelyettesitve a masodik egyenletbe: 2sinSx =1, azaz sinSx = % (1 pont)
Innen Sx = % +2kn (1 pont)
vagy Sx = 5—6n +2In (1 pont)
ahol keN és leN (1 pont)
A megoldasok igy: x1=y1=%+§-k-n(keN) (1 pont)
. T 2

esx2=y2=g+g-l-n(leN) (1 pont)
A kapott értékek kielégitik az egyenletet (1 pont)

Osszesen: 13 pont

6) Oldja meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenletet!

Jsin?x-4sinx+4 +Jsin? x + 4sinx + 4 = \/sin2x+7sinx+12,25

(16 pont)
Megoldas:

A gyokok teljes négyzetté allnak:
\/(sinx—2)2 +\/(sinx+2)2 = \/(sinx+3,5)2 (2 pont)
Elvégezve a gyokvonast:
|sinx — 2| +[sin x + 2| =|sin x + 3, 5| (2 pont)
Mivel -1<sinx <1, ezért
sinx+2>0
sinx—-2<0 ;minden x € R esetén (3 pont)
sinx+3,5>0
Igy az abszolut értékek elhagyasa utan:
—sinx+2+sinx+2=sinx+3,5 (2 pont)
sinx = é (1 pont)
Innen x, = g + 2kn (2 pont)
és x, = % + 2l (2 pont)
ahol ke Z (1 pont)
Ellené6rzés... (1 pont)

Osszesen: 16 pont

- 501 -



2005-20XX Emelt szint

7) Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a valéos szamparok halmazan!

log _(x’y®)+1log, (x°y)=9
g, (x°y°) + log, (x°y) (16 pont]
cos(x+y)+cos(x-y)=0
Megoldas:
A logaritmus miatt x és y 1-t6él ktilénb6z6 pozitiv szamok lehetnek (1 pont)

Az els6 egyenlet bal oldalat alakitsuk at a logaritmus azonossagat hasznalva:
log, (x2y3) +log, (xsy) =2+log, y+3log, x+1=3+ 3(logJC y +log, x) (3 pont)

Igy az elsé egyenlet: log, y + log, x =2 (1 pont)

A log.y és a log, x egymas reciprokai, €s 6sszeguk 2 (2 pont)

Ez pontosan akkor teljestil, ha mindketté 1-gyel egyenldé, amibdl azt kapjuk,
hogy x=y (2 pont)
Beirva a masodik egyenletbe: cos2x+cos0 =0, ahonnan cos2x=-1 (2 pont)
Ez akkor és csak akkor teljestl, ha 2x =n+2kn,

azaz x:g+kn,aholkeZ (3 pont)

Osszevetve az x,y > 0 feltétellel, x = y = §+ kn, keZ (2 pont)

Osszesen: 16 pont

8) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletet!

cos2x +4sin’ x - 5sinx-4=0 (12 pont)
Megoldas:
cos 2x =1-2sin” x felhasznalasaval (2 pont)
a megoldand6 egyenlet: 2sin’ x —5sinx-3=0 (1 pont)
A sin x-re masodfoku egyenlet megoldasai —% és 3. (2 pont)
A sinx =3 egyenletnek nincs megoldasa, hiszen sinx maximalis értéke 1
(2 pont)
A sinx = —é egyenlet megoldasai:
x=—g+2kn,ahol keZ (2 pont)
Tn
vagy X = Y +2nn, ahol neZ (2 pont)
A kapott szamok megoldasai az eredeti egyenletnek. (1 pont)

9)

a)

b)

Osszesen: 12 pont

Igazolja, hogy a (—%), a0 és a 3 is gyoke a 2x*-5x*-3x=0

egyenletnek, és az egyenletnek ezeken kiviil mas valdés gyoke nincs!

(5 pont)

Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!
2cos® x—5cos* x-3cosx =0 (6 pont)
Mutassa meg, hogy a 2-8* +7-4* + 3-2* = 0 egyenletnek nincs valds
gyoke! (5 pont)
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Megoldas:

a) Lasd: Egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlétlenségek 6. feladat
b) Vezessuink be Uj ismeretlent: y = cos x!

A 2y® -5y? -3y =0 egyenletnek keressiik a valoés gydkeit, melyeket az a)

feladatrészbdl tudhatunk is: y, =0, y, = —%, ys; =3. (1 pont)
Mivel a cos x kifejezés értéke —1 és 1 koz6tt mozoghat csak, ezért a 3 nem jo
megoldas. (1 pont)
A cos x =0 egyenlet megoldasa: x; = g + kn, ahol ke Z (2 pont)
A cosx = —% egyenlet megoldasai: x, ; =+ % +2mn, ahol meZ (2 pont)

c) Lasd: Exponencidlis és logaritmusos kifejezések 11. feladat
Osszesen: 16 pont
10) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) 2sinx-2sin’ x = cos® x (5 pont)
b) 25%*=5+4.5% (7 pont)
Megoldas:
a) Az egyenlet jobb oldalat azonossag alkalmazasaval alakitva:
2sinx—2sin*x =1-sin’ x. (1 pont)
sin’ x-2sinx+1=0, (1 pont)
Innen sinx =1, (1 pont)
x=g+2kn,aholkeZ. (1 pont)
Ellené6rzés... (1 pont)

b) Lasd: Exponencidlis és logaritmusos Kifejezések 12. feladat
Osszesen: 12 pont

11) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) sinx-cos’x=-1 (6 pont)
b) |x—|x|=2x+1 (7 pont)

Megoldas:

a) cos’x =1-sin?x helyettesitése. (1 pont)
Nullara rendezve: sin® x +sinx =0. (1 pont)
Szorzatta alakitas utan: sinx-(sinx+1)=0. (1 pont)
sinx =0 pontosan akkor, ha x=k-n, keZ. (1 pont)
sinx = -1 pontosan akkor, ha x = % +1-2n,leZ. (1 pont)
Ellené6rzés... (1 pont)

b) Lasd: Abszoélutértékes és gydkds kifejezések 10. feladat
Osszesen: 13 pont
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12)
a) Oldja meg az alabbi egyenletrendszert, ahol x és y pozitiv valods
szamok!
x+y=0,2
lgx+1gy xX+y (6 pont)
2 B,

b) Oldja meg a [-n;n] halmazon a 2sin® x — cos x = 2 egyenletet! (6 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Exponencidlis és logaritmusos kifejezések 13. feladat
b) 2(1-cos”x)—cosx =2 (1 pont)
2cos’ x +cos x =0 (1 pont)
cos x =0 vagy cosx:—% (1 pont)
cosx =0 a [-m;n] alaphalmazon pontosan akkor teljestil, ha x = —g vagy
T
X =—_. 1 pont
> (1 pont)
COS X = —% a [—n;n] alaphalmazon pontosan akkor teljestil, ha x = —% vagy
27
X =—. 1 pont
3 (1 pont)
Ellen6rzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalakitasokra hivatkozassal.
(1 pont)

Osszesen: 12 pont
13) Oldja meg az alabbi két egyenl6tlenséget a valéos szamok halmazan!

a) cosx 2 % (3 pont)

b) ,/% ~4<20 (4 pont)

c) Hany olyan egész szam van. amelyik gyoke az alabbi

egyenlotlenségnek?
log, s (2x +100) > -8 (7 pont)
Megoldas:
a) —g+2kn3xsg+2kn, (2 pont)
ahol k € Z. (1 pont)

b) Lasd: Abszolutértékes és gybkds kifejezések 11. feladat
c) Lasd: Exponencidlis és logaritmusos kifejezések 16. feladat
Osszesen: 14 pont
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