Térgeometria - megoldasok

Térgeometria
Megoldasok
1) Egy négyzet alapu egyenes hasab alapéle 18 egység, testatloja 362
egység.
a) Mekkora szoget zar be a testatlé az alaplap sikjaval? (4 pont)
b) Hany teriiletegység a hasab felszine? (A felszin mérdszamat egy
tizedesjegyre kerekitve adja meg!) (3 pont)
c) Az alapél és a testatlo hosszat — ebben a sorrendben - tekintsiik egy
mértani sorozat els6 és negyedik tagjanak! Igazolja, hogy az alaplap
atlojanak hossza ennek a sorozatnak a masodik tagja! (4 pont)
Megoldas:
a) Az ACG haromszogben a GAC<(=o) szdget keressiik . .
(1 pont) 1
Az ABC derékszdgi haromszogben AC =18 J2 (1 pont) E i? . \/;F
igy cosazﬁ—g:%,(0°<a<90°) (1 pont) i
ahonnan o = 60° (1 pont) v -F£5c
b) A négyzetes hasab  alapéle a=18, magassaga g
m=CG=18-J6 (1 pont) ——H—*
felszine: A=2a%+4a-m=2-182+4.182.6 ~3822,5 (1 pont)
A hasab felszine 3822,5 teriiletegység (1 pont)
c) Ldsd: Sorozatok 27. feladat
Osszesen: 11 pont
2) Egy szobor marvany talapzatat egy 12 dm éli kocka alaka ko6bdl

faragjak. Minden csticsnal a csiicshoz legkoézelebbi élnegyedelé pontokat
tartalmazo sik mentén lecsiszoljak a kockat.
a) A kész talapzatnak

- hany éle,

- hany csucsa,

- hany lapja van? (3 pont)
b) A kész talapzatnak mekkora a felszine? (6 pont)

c) Az ékszerész vallalta, hogy elkészit 20 db egyforma tomegi
ajandéktargyat: a szobortalapzat kicsinyitett masat. Az egyes
ajandéktargyak az alabbi féldragakovek valamelyikébol késziiltek:
achat, hematit, zold jade és granat. A kész ajandéktargyakat a
megrendelé atvételkor egyben lemérte. A 20 targy egyiittes tomege
megfelelt a megrendelésnek. Otthon egyenként is megmérte a
targyakat, és kideriilt, hogy a féldragakovekbol készitett négyféle
ajandéktargy koziil egyik sem a megrendelt tomegii. Az ugyanabbél
az anyagbol késziilteket egymassal azonos tomegiunek mérte. A
harom achat targy mindegyike 1%-kal kisebb; a hat darab hematit
targy mindegyike 0,5%-kal kisebb; a hét zold jade targy mindegyik
1,5%-kal nagyobb a megrendelésben szerepelt értéknél. A granat
targyak tomege hany szazalékkal tért el a megrendeléstol? (7 pont)
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Megoldas:
a) A lecsiszolt testnek 24 csucsa van, mert a 8 kockacsucs helyett minden
csucsnal 3-3 1j csucs keletkezik a negyedeldé pontoknal (1 pont)
A lecsiszolt testnek 36 éle van, mert a 12 kocka élén maradnak élek, és a
lemetszett haromszogek oldalai is élek: 8-3 =24 és 12+24 =36 (1 pont)
A lapok szama 14, mert kockalapokbol marad egy-egy nyolcszog és a
lemetszett haromszogek szama 8, 6+ 8 =14 (1 pont)
b) A talapzat felszinét kiszamithatjuk, ha a 6 db nyolcszég tertiletéhez
hozzaadjuk a 8 db szabalyos haromszog tertiletét. (1 pont)
A nyolcszog tertilete: a 12 dm oldalu négyzet tertiletébdl kivonjuk a 4 db
egyenld szaru derékszogli haromszog teruletét, vagyis 2 db 3 dm oldalu
négyzet tertiletét: T, .., =127 -2-3” =126 dm? (2 pont)
2
A szabalyos haromszdg oldala 3.2, ezért T tromsaog = 4\/_ 9-43 dm? (2 pont)
A=6"T geameg T8 Tharomsmog = 756 +36-/3 ~ 818,35 dm? (1 pont)
c) Ldasd: Széveges feladatok 33. feladat
Osszesen: 16 pont
3) Az 1. abra szerinti padlastér egy 6x6 méteres négyzetes alapu gila, ahol
a tetd csilicsa a négyzet kozéppontja felett 5 méter magasan van
a) Milyen szoget zarnak be a tetdsikok a vizszintessel (padlassikkal)?
(4 pont)
Hasznos alapteriiletnek szamit a tetdtérben a teriilet, amely folott a
(bel)magassag legalabb 1,9 méter.
b) Mennyi lenne a tetotér beépitésekor a hasznos teriilet? (6 pont)
A teté cseréjekor a hasznos alapteriilet novelésének érdekében a haz
oldalfalait egy un. koszorival kivanjak magasitani. A haz teljes
magassaga- épitészeti eloirasok miatt- nem novelhetd, ezért a falak
magasitasa csak tugy lehetséges, ha a tetdé sikjanak meredekségét
csOokkentik (2. abra).
Jelolje x a koszori magassagat és T a hasznos alapteriiletet.
c) irja fel a T(x) fiiggvény hozzarendeles1 szabalyat' (6 pont)
Megoldas:
a) A padlassikra és a tetésikra egyarant meréleges sikmetszetbdl lehet a keresett
szdget meghatarozni. (2 pont)
A keresztmetszeti abran a keresett széget a-val jelolve, felirhato, hogy tgo = %
ahonnan o =~ 59° (2 pont)
b) Keressiik az abran s-sel jel6lt szakasz hosszat. (2 pont)
Hasonlésag alapjan: 1,9 = E (2 pont)
3-s 3
Ebbdl s=1,86 (1 pont)
A hasznos alaptertilet 4s® ~13,84 m? (1 pont)

- 468 -



Térgeometria - megoldasok

c) Az abra jeloléseit hasznalva hasznaljuk, ahol 0<x<19. Az abra alapjan
T =4y’-et (ami a hasznos alaptertlet) kell kifejezniink x
segitségével. (1 pont)
A két kisebb haromszog megfelelé szodgei egyenlék, tehat -
hasonléak. X ’
¥
gy 31 _19-x pont) |
y 3- Yy 1,9 -
9,3 Y
Innen y = — (1 pont) B
S—x 3
) ) . . (18,6Y
Tehat a keresett 6sszefliggés: 4y° = ey (1 pont)
- X
Ha x>1,9, akkor 36 m? a hasznos alaptertlet. (1 pont)
18,6\’
" <x<
Osszefoglalva: T (x) = (5- xj , ha 0<x<1,9 (1 pont)
36, ha 1,9<x<5
Osszesen: 16 pont
4) A csonkakup alaku targyak térfogatat régebben a gyakorlat szamara

elegendéen pontos kozelitéo szamitassal hataroztak meg. Eszerint a
csonkakup térfogata kozelitdleg egy olyan henger térfogataval egyezik

meg, amelynek atmeérdje akkora,
atmérojének szamtani kozepe, magassaga
csonkakup magassaga.

mint a csonkakip als6 és felso

pedig akkora, mint a

a) Egy csonkakup alaku fatorzs hossza (vagyis a csonkakup magassaga)
2 m, als6 atmérdje 12 cm, fels6 atmeérdje 8 cm. A kozelito
szamitassal kapott térfogat hany szazalékkal tér el a pontos
térfogattol? (Ezt nevezziik relativ hibanak.) (3 pont)

b) Igazolja, hogy a csonkakiup térfogatat — a fentiekben leirt atmutatas

alapjan kapott - kozelitéo érték sohasem nagyobb, mint a csonkakip

térfogatanak pontos értéke!

(7 pont)

Jelolje x a csonkakup két alapkore sugaranak az aranyat, és legyen

x > 1. Bizonyitand6, hogy a fentiekben leirt,

kozelito szamitas relativ

hibajanak szazalékban mérve a kovetkezo fiiggvény adja meg:

(x-1)°
x> +x+1°

c) Igazolja, hogy f-nek nincs szélséértéke!

Megoldas:

fi]+0[ > R, f(x)=25-

a) A kozelit6 henger alapkérének sugara:

25-1m-200 =50001t = 15708 cm?
A csonkakup elméletileg pontos térfogata:

200 (62 1 6.4+42) = 122907 15917 cma,

A Kkozelité érték 2007 ~ 209 cm3-rel kisebb,
200 ~ 1,3 %-kal tér el.

152

(6 pont)
. 12; 8 =5 cm, térfogata
(1 pont)
(1 pont)

tehat a pontos értéktol

(1 pont)
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b) Legyen a csonkakup alapkéreinek sugara R és r, magassaga m.

A csonkakup elméleti térfogata: %(R2 +Rr + r2) (1 pont)
R+rY
A csonkakup gyakorlati térfogata: [Tj mn (1 pont)
2
A két térfogat ktilénbségeérdl allitjuk: ?(R2 +Rr+ r2) - (%] mn >0 (1 pont)
Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat 12 -vel, bontsuk fel a zardjeleket és
mn
az 6sszevonasok utan: R —2Rr+r*>0 (2 pont)
Vagyis (R + r)2 >0 adddik, ami minden R és r esetén igaz. (1 pont)
A kovetkeztetés minden lépése megfordithato, ezért az allitas igaz (1 pont)

c) Ldsd: Bizonyitasok 8. feladat
Osszesen: 16 pont
5) Az ABCDE szabalyos négyoldalu gila alaplapja az ABCD négyzet. A gila
alapéle 28 egység hosszii. Legyen F a CE oldalélnek, G pedig a DE
oldalélnek a felezOpontja. Az ABFG négyszog teriilete 504 teriiletegység.

Milyen hossza a gula oldaléle? (16 pont)
Megoldas:

A GF koézépvonal a DCE haromszdgben, igy

GF =14 egység (1 pont)

Az ABFG négyszog szimmetrikus trapéz, (1 pont)

mivel AB|CD||FG és AG=BF. (1 pont)

Legyen HF a trapéz alapokhoz tartozo
magassaga. A trapéz teruletképlete alapjan

28+1% pp - 504 (1 pont) 4

tehat HF =24 egység (1 pont)
28-14

A szimmetrikus trapéz tulajdonsaga miatt HB = 7 (1 pont)

a HBF derékszdégli haromszdgben Pitagorasz-tétel alapjan BF? =242 + 72

(1 pont)
ahonnan BF =25 (1 pont)
Az F pontbdl a BC oldalra bocsatott meréleges talppontja legyen P. Ez a pont
a BC oldal C-hez legkdzelebbi negyedel6 pontja (2 pont)
A negyedel6 pont indoklasa: példaul legyen Q a BC él felezépontja. Az FP
szakasz az EQC haromszodg kézépvonala (1 pont)
BP=%BC:21 és PC:%BC=7 (1 pont)
A BPF  derékszdglu haromszoégben Pitagorasz-tételt  alkalmazva:
PF?> =25"-21° =184 (1 pont)
Az FPC deréksz6gli haromszogben is Pitagorasz-tételt alkalmazva:
FC® =184 +7? (1 pont)
Igy FC =233 ~15,26 (1 pont)
A gula oldaléle EC=2-FC=2-4233 ~ 30,53 egység. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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6) Jancsi vazat készit. Egy 10 cm sugari, beliil iireges gombbol levagott m
magassagi (m >10) gombszelet hatarolo koréhez egy szintén m
magassagi hengerpalastot ragaszt. A henger sugara megegyezik a
gombszelet hatarolo kor sugaraval.

Mekkoranak valassza Jancsi a gombszelet m magassagat, hogy a vazaba
a leheto legtobb viz férjen? (A vaza anyaga vékony, ezért a vastagsagatol
eltekintiink, s hogy ne boruljon fel, egy megfelel6 méretu iireges fatalpra
fogjak allitani.)

Tudjuk, hogy ha a gombszelet magassaga m, a hatarolo kor sugara pedig

r, akkor a térfogata: V = %m . (3r2 + mz) (16 pont)
Megoldas:

Helyes abra (2 pont)

A KBC derékszogti haromszodg befogoinak hossza m—-10 és

r, atfogoja 10 cm (2 pont) .

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt a KBC haromszogre:

(m-10)’ +r2 =100 (2 pont) 4 (O A

Ebbél r* =20m —-m’ (1 pont) 7 10

A vaza térfogata: m

V(m):gm-[3<20m—m2)+m2}+n(20m—m2)m (2 pont)

4 3 2 2n 2 3
azaz V(m)=n —3m +30m :n?(45m —-2m ) (1 pont)
ahol 10<m <20 (1 pont)

A V fuggvény differencialhaté a ]10;20[ nyilt intervallumon, derivaltja pedig:
V'(m)= n(—4m2 + 60m) =4n(15-m)m

A ]10;20[ nyilt intervallumon V'(m)=0 pontosan akkor, ha m=15 (1 pont)
10<m<15 m=15 15<m <20
V'(m) pozitiv =0 negativ
v szigoruan helyi szigoruan
noévo maximum csokkend
(3 pont)

Az m =15 a V fuggvény abszolut maximum helye is, igy ekkor lesz a vaza
térfogata a leheté legnagyobb (V. =2250n)

Jelolje HG felezopontjat P.

H

G

E

D

4

B

a) Szamitsa ki az ABCDP giula felszinét!
b) Mekkora szoget zar be az ABCDP gula ABP lapjanak sikja az ABCD lap

sikjaval?

(1 pont)

Osszesen: 16 pont

7) Az ABCDEFGH téglatest A csuicsbol indulo élei: AB=12, AD=6, AE=8.

(10 pont)

(3 pont)
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Megoldas:
a) Az alaplap terulete: T,,.,, =12-6=72 cm? (1 pont)

Az AB él felezépontja legyen M, a CD él felezépontja pedig N. Az APB
haromszég egyenlé szaru, a PM merbleges az AB szakaszra. Az MNP

haromszoég az N csucsban derékszogu. (1 pont)
PM =10 cm (a befogok 6 és 8) (1 pont)
Az ABP haromszog tertulete: T,,, = ABéPM = 12;0 =60 cm? (1 pont)
A DCP haromszoég terulete: T, ., = DC2~PN = 12é 8 _ 48 cm? (1 pont)
DP =PC=10 cm (1 pont)
A PBC és a PAD oldallapok egybevagdé haromszogek (1 pont)
és a két haromszog egybevagé a PBM haromszoggel (1 pont)
Tope = % =30 cm? (1 pont)
A gula felszine: (72+60+48+2-30) =240 cm? (1 pont)
b) Az MN szakasz és a PM szakasz is merdleges az AB élre, ezért a kérdezett szog
a PMN< (1 pont)
A PMN haromsz6g N-nél derékszogu (1 pont)
ezért tgPMN <« = PN 8 _4 , ahonnan PMN<« ~ 53,1° (1 pont)
MN 6 3

Osszesen: 13 pont

8) Egy fabol késziilt négyzetes oszlop minden é€lének hossza centiméterben
mérve 2-nél nagyobb egész szam. A négyzetes oszlop minden lapjat
befestjiik pirosra, majd a lapokkal parhuzamosan 1 cm éla kis kockara
vagtuk. A kis kockak koziil 28 lett olyan, amelynek pontosan két lapja

piros.
Mekkora lehetett a négyzetes oszlop térfogata? (16 pont)
Megoldas:
Legyen a négyzetes oszlop alapéleinek hossza a (cm) és a magassag hossza b
(cm). (a, b 2-nél nagyobb egészek). (1 pont)
Azoknak az egységkockaknak lesz pontosan két lapja piros, melyek az élek
mentén, de nem a csucsokban helyezkednek el (1 pont)
A két db négyzetlap 8 élén 8-(a—2) (1 pont)
a 4 oldalélén 4-(b-2) ilyen festett kocka van (1 pont)
8-(a-2)+4-(b-2)=28 (1 pont)
Innen 2a+b =13 (1 pont)
Az élhosszak megfelel6 értékei (6 pont)
a 5 4 3
b 3 S 7
A harom lehetséges négyzetes oszlop (1 pont)
térfogata rendre 75 cm3, 80 cm3 és 63 cm3 (3 pont)

Osszesen: 16 pont
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9) Egy |pillepalack alakja olyan forgashenger,

amelynek alapkore 8 cm atmeérdjii. A palack

fedokorén talalhato a folyadék kiontésére szolgalo

szintén forgashenger alaka nyilas. A két

hengernek kozos a tengelye. A kionté nyilas

alapkorének atmérdje 2 cm. A palack magassaga a

kionto nyilas nélkiil 30 cm. A palack vizszintesen fekszik ugy, hogy

annyi folyadék van benne, amennyi még éppen nem folyik ki a nyitott

kionto nyilason keresztiil.

a) Hany deciliter folyadék van a palackban? (Valaszat egy tizedesjegyre
kerekitve adja meg!) (9 pont)

A palack tartalmat kiontve, a palackot Osszenyomva, annak eredeti

térfogata 2p szazalékkal csokken. Egy hulladékot wjrahasznosito cég

(specialis gép segitségével) az ilyen modon tomoritett palack térfogatat

annak tovabbi p szazalékaval tudja csokkenteni. Az Osszenyomassal,

majd az azt koveto gépi tomoritéssel azt érik el, hogy a palackot eredeti

térfogatanak 19,5 szazalékara nyomjak ossze.

b) Hatarozza meg p értékét! (7 pont)
Megoldas:
a) A feddkor tengelyre merdleges sikmetszete, jo

abra. (2 pont)

cosfP = %, amibé6l B~ 75,52° (1 pont)

(Igy a kérdéses tertilet az O kdzéppontu 28

kozépponti  szdogli  koércikk és az ODC 57 A

haromszog kulénbségeként adodik. ’A

kércikk — % -4’1~ 21,09 (cm?) (1 pont)
2 .

Tope, = % ~ 3,87 (cm?) (1 pont)

Tké')rszelet = Tkércikk - TODCA ~ 17’ 22 (Cmg) (]‘ pont)

Amibdl a folyadék térfogata:

‘/folyadék = Tk(‘irszelet ) mpalack = 17’22 ' 30 = 5 16’ 6 (sz) (1 pont)

Azaz 5,2 dl folyadék van a palackban. (2 pont)
b) A feltételek szerint (1 - 2—pj (1 - L) =0,195 (ahol p < 350) (2 pont)

100 100

Rendezve: p”> —-150p+4025 =0 (2 pont)

melynek gydkei p, =35, p, =115 (1 pont)

Utobbi nem megoldasa a feladatnak ( p < 50) (1 pont)

Tehat p =35. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

10) Egy forgaskup nyilasszoge 90°, magassaga 6 cm.

a) Szamitsa ki a kuap térfogatat (cm3-ben) és a felszinét (cm2-ben)!
(4 pont)
b) A kup alaplapjaval parhuzamos sikkal kettévagjuk a kupot. Mekkora
a keletkezo6 csonkakup térfogata (cm3-ben), ha a metszo sik atmegy a
kiap beirt gombének kozéppontjan? (9 pont)
Valaszat egészre kerekitve adja meg!
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Megoldas: ) I‘*ﬂ
a) A kup alapkoérének sugara 6¢cm, | LS
alkotéjanak hossza 6+/2 ~ 8,49 cm G H‘J
2 N I
térfogata V = T3m _° ?:c 6_ 72n ~ 226 cm?3 H_J
e
45
6—p
E 7 K 7
P
6 6
felszine A =rr(r+a)=6mn(6+6v2)=36(1++2)r~273 cm? (1 pont)
b) Jo abra, tartalmazza a gomb sugarat (p), a 45°-os szoget és a sikmetszet
sugarat () (2 pont)
p=6-1g22,5° (1 pont)
amibdl p~2,49cm (1 pont)
A KCE egyenldszaru derékszégu haromszégbdl r=6-p (1 pont)
azaz r ~3,51cm (1 pont)
A csonkakup magassaga (egyenlé a gobmb sugaraval) m = 2,49 cm (1 pont)
A csonkakup térfogata V = %(R2 +Rr + r2) ~ @(62 +6-3,51+ 3,512) ~
(1 pont)
~181 cm? (1 pont)

Osszesen 13 pont

11) Két egyenes hasabot épitiink, Hi-et és H>-t. AZ épitéshez hasznalt

négyzetes oszlopok (négyzet alapu egyenes hasabok) egybevagoak,
magassaguk kétszer akkora, mint az alapéliikk. A H; hasab épitésekor a
szomszédos négyzetes oszlopokat az oldallapjukkal illesztjiik 0ssze, a H>

hasab épitésekor pedig a négyzet alaplapjukkal- az abra szerint.

AH

—=0,8. Han
A y

H,

a) A H; és H: egyenes hasabok felszinének hanyadosa

négyzetes oszlopot hasznaltunk az egyes hasabok épitéséhez, ha Hi-
et és H>-t ugyanannyi négyzetes oszlopbol épitettiik fel? (8 pont)
3n+2
4n +1
korlatos! (8 pont)

b) Igazolja, hogy { }(n € N*) sorozat szigori monoton csokkeno és
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Megoldas:

a) Ha a jeloli a négyzetes oszlop alapélének hosszat, és k darabbodl készitjik a
hasabokat, akkor H, felszine:
Ay =2-2a+2-k-a’+2-k-2a°(=2a" (3k +2)) (2 pont)
H, felszine: A, =2a’+4-k-2a’ (: 2a” (4k + 1)) (2 pont)
Az —=0,8 feltételbél 3k +2=0,8-(4k +1) (2 pont)
H,
Az egyenlet megoldasa k=6 (1 pont)
tehat 6-6 négyzetes oszlopot hasznaltunk fel az épitéshez (1 pont)
b) Lasd: Bizonyitasok 9. feladat, Sorozatok 9. feladat
Osszesen 16 pont
12)a) Abrazolja a [0;6] intervallumon értelmezett, x> %|x ~-4/+3
hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvényt! (4 pont)
b) Allapitsa meg a fiiggvény értékkészletét! (2 pont)
c) Forgassuk meg a [0;4] intervallumra lesziikitett fiiggvény grafikonjat
az x tengely koriill! Szamitsa ki az igy keletkezett forgastest
felszinét! (8 pont)
Megoldas:
a) Abra.... (4 pont) #]
b) Az értékkészlet [3;5] (2 pont) 7
c) A keletkezett forgastest egy csonkakup (2 pont) ) L
Az alapkorok sugara R=5;r=3 (2 pont) *T T
Az alkoto hossza Pitagorasz-tétellel: 2] 7T
1+--1m=-4--4--rF--F=--1-==4--4
a=+4*+2? =420 =25 @pont) | | | . i . &
Igy a felszin: 12 34 85 6 7 8

A=R’n+r’n+(R+r)an=251+9n+16V51 ~ 69,787 ~ 219, 2

Osszesen: 14 pont

13) Egy centiméterben mérve egész szam élhosszusagu kockat feldarabolunk
99 kisebb kockara Ggy, hogy koziiliikk 98 egybevagd, 1 cm éli kocka.

Szamitsa ki az eredeti kocka térfogatat!

Megoldas:

(16 pont)

Jelodlje a az eredeti kocka élhosszat, b pedig a 99., nem egységkocka élhosszat

centiméterben meérve.
98 =a’-b° :(a—b)(a2 +ab+b2)

Mivel 98 =2-7° és a—b <a’ +ab+b’, ezért 3 eset lehetséges

I.eset: a—b=1és a’>+ab+b*> =98

A feltételek alapjan a és b pozitiv egészek,

és
(3 pont)
(2 pont)

Ekkor a=b+1 helyettesités utan a masodik egyenletbdl kapjuk, hogy

3b® +3b =97, ami nem lehet, hiszen 3 nem osztéja 97-nek

II. eset: a—b=2 és a’>+ab+b*> =49

(3 pont)

Ekkor b°+2b=15, ahonnan a feltételeknek megfeleldé megoldas: b=3 és

a=5

(3 pont)
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Ill. eset: a-b=7 és a’ +ab+b° =14

Ekkor 3b® +21b=-35, ami nem lehetséges, ugyanis b pozitiv egész (3 pont)

Azt kaptuk, hogy az eredeti kocka éle 5 cm, igy térfogata 125 cm3 (2 pont)
Osszesen: 16 pont

14) Kartonpapirbol kivagunk egy 1,5 dm magassagai ABC szabalyos
haromszoglapot. A haromszoglapon parhuzamost hizunk a haromszog
mindegyik oldalaval, mindegyikbol ugyanakkora 0,5 deciméternél kisebb
x tavolsagra. Ezek az egyenesek az A B,C, szabalyos haromszog
oldalegyenesei.

a) Irja fel az A B,C, hiromszog teriiletét x fiiggvényében! (6 pont)

b) Szeretnénk egy A B,C, alapu x magassagu, felill nyitott egyenes
hasab alaku irdasztali tolltartot létrehozni a lapbédl, ezért levagjuk a
folosleget, majd az A B,C, haromszog élei mentén felhajtottuk a

hasab oldallapjait. Mekkora x estén lesz a keletkezett hasab térfogata

maximalis? (10 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Sikgeometria 14. feladat
b) A hasab alaplapja A,B,C, haromszdg, magassaga x.
3V3(1-2x)’
V(x)=T x= \/_(4 x) -xzsf(4x3—4x2+x) (1 pont)
ahol 0 < x < % (1 pont)
A V faggvény differencialhatoé az  értelmezési tartomanyan @ és
V'(x)= 343 (1 2x° —8x + 1) (2 pont)
3\/_(12x —8x+1) 0 (1 pont)
I 1
Megoldasai: 5 illetve 5 (1 pont)
1 1 1 1
O<x<— xX=— —<XxX<=
6 6 6 2
V'(x) pozitiv = negativ
V(x) noveé maximum csokkend
(3 pont)

A hasab térfogata maximalis, ha az x tavolsagot 1 dm hosszunak valasztjuk.

. (1 pont)
Osszesen: 16 pont

15) Egy iizemben 4000 cm3-es, négyzet alapu, egyenes hasab alaku, feliil

nyitott siitdedények gyartasat tervezik. Az edények kiilso feliiletét

tuzallo zomancfestékkel vonjak be. (A belso feliillethez mas anyagot

hasznalnak.)

a) Szamitsa ki, mekkora feliiletre kellene tiizall6 zomancfesték egy
olyan edény esetén, amelynek oldallapjai 6,4 cm magasak! (3 pont)
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b) Az iizemben végiil igy hataroztak meg az edények méretét, hogy a
gyartasukhoz a lehetoé legkevesebb zomancfestékre legyen sziikség.
Szamitsa ki a gyartott edények alapélének hosszat! (9 pont)

c) Mindségellenorzési statisztikak alapjan ismert: 0,02 annak a
valoszinlisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott edény selejtes.
Egy aruhazlancnak szallitott 50 darabos tételben mekkora

valosziniliséggel lesz pontosan 2 darab selejtes? (4 pont)
Megoldas:
a) Az edény alapéle legyen x cm hosszu
4000 = x* - 6,4 (1 pont)
x =25 (1 pont)
A zomanccal bevonhato feliilet tertilete tehat
625+4-25.6,4 =1265cm? (1 pont)
b) Ha az edény magassaga m cm, akkor 4000=x*-m és a zomanccal
bevonandé feliilet tertilete cm2ben T = x? + 4xm (1 pont)
Az m-et a térfogatra felirt 6sszefliggésbdl kifejezve és behelyettesitve T-be
T =x>+ 16000 (1 pont)
x
Tekintsiikk a T: R - R;T(x) = x* + 16000 fliggvényt (1 pont)
T-nek ott lehet szélséértéke, ahol a derivaltja O (1 pont)
T’(x)=2x—160200 (1 pont)
x
T'(x) =0 < x°> =8000 < x =20 (1 pont)
Mivel T"(x) =2+ 320300 pozitiv az x = 20 helyen (1 pont)
x
ezért a T figgvénynek az x = 20 helyen abszoluit minimuma van (1 pont)
A gyartott edények alapéle 20 cm (1 pont)
c) Lasd: Valészinuségszamitas 23. feladat

Osszesen: 16 pont

16) Egy iizemben olyan forgashenger alakii konzervdoboz gyartasat

szeretnék elkezdeni, amelynek térfogata 1000 cms3. A doboz aljanak és

tetejének anyagkoltsége 0,2 cm? Ft, mig oldalanak anyagkoltsége 0,1

cm? Ft.

a) Mekkorak legyenek a konzervdoboz méretei (az alapkor sugara és a
doboz magassaga), ha a doboz anyagkoltségét minimalizalni akarjak?
Valaszat cm-ben, egy tizedesjegyre kerekitve adja meg! Szamitsa ki a
minimalis anyagkoltséget is egész forintra kerekitve! (13 pont)

A megtoltott konzervdobozokat tizenkettesével csomagoltak

kartondobozokba. Egy ellendrzés alkalmaval 10 ilyen kartondoboz

tartalmat megvizsgaltak. Minden kartondoboz esetén feljegyezték, hogy

a benne talalhatéo 12 konzerv kozott hany olyat talaltak, amelyben a

toltosily nem érte el az eldirt minimalis értéket. Az ellenérok a 10

kartondobozban rendre O, 1, O, O, 2, O, O, 1, 3, O ilyen konzervet

talaltak, s ezeket a konzerveket selejtesnek mindsitették.

b) Hatarozza meg a kartondobozonkénti selejtes konzervek szamanak
atlagat, és az atlagtol mért atlagos abszolut eltérését! (3 pont)
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Megoldas:
a) Ha r a doboz alapkérének sugara m pedig a doboz magassaga cm-ben mérve,
akkor V =r’mm ahonnan m = ; = @ (1 pont)
r'm rem
Az alap- és a fedélap egylittes anyagkoltsége r fliggvényében 0,2 -2r?n (1 pont)
A palast anyagkoltsége 0,1-2rn- % = 200 (2 pont)
rem r
A teljes anyagkoltség r > 0 esetében
f(r)=0,4r’n+ 200 (1 pont)
r
Az f figgvénynek a pozitiv szamok halmazan ott lehet minimuma, ahol
derivaltja O. (1 pont)
f'(r)=0,8rn - @ (2 pont)
r
200
'(rY=0har|= ~4,3 1 pont
F)=onar[ 2% | (1 pon
y 400 L ) e e
f"(r)=0,8n+——> 0, ezért itt valoban minimalis f értéke (1 pont)
r
Minimalis anyagkoéltséghez tartoz6 magassag
m:10200z17,2 cm (1 pont)
r'm
Tehat a minimalis anyagkoltség forintra kerekitve 70 Ft (2 pont)
b) Az adatok atlaga 0,7 (1 pont)
A minta atlagtol mért atlagos abszolut eltérése
6~O,7+2~O,3+1,3+2,3:o,84 (2 pont)

10

Osszesen: 16 pont

17) Egy épitokészletben a rajzon lathato négyzetes hasab

alakii elem is megtalalhato. Két ilyen épitéelem
illeszkedését az egyik elem tetején kiemelkedo négy §
egyforma kis henger és a masik elem aljan 1évé nagyobb
henger szoros, érintkez6 kapcsolata biztositja. (Ez azt
jelenti, hogy a hengerek tengelyére merdleges
sikmetszetben a nagyobb kort érinti a négy kisebb kor, O
amelyek kozéppontjai egy négyzetet hataroznak meg.)
Tudjuk, hogy a kis hengerek sugara 3 mm, az egymas
melletti kis hengerek tengelyének tavolsaga pedig
12 mm.
a) Mekkora a nagyobb henger atmérdje? Valaszat milliméterben, két
tizedesjegyre kerekitve adja meg! (S pont)
A készletben az épitdelemek kék vagy piros sziniek. Péter 8 ilyen
elemet egymasra rak ugy, hogy tobb piros szini van koztiik, mint kék.
Lehet, hogy csak az egyik szint hasznalja, de lehet, hogy mindkettot.
b) Hanyféle Kkiilonb6z6 szin Osszeallitasi 8 emeletes tornyot tud
épiteni? (4 pont)
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A gyarban (ahol ezeket az épitdelemeket készitik) nagyon iigyelnek a
pontossagra.

Egymillio épitoelembdl atlagosan csupan 20 selejtes. Andras olyan
készletet szeretne vasarolni, melyre igaz a kovetkezoé allitas: 0,01-nal
kisebb annak a valosziniisége, hogy a dobozban talalhato épitéelemek
kozott van selejtes.

c) Legfeljebb hany darabos készletet vasarolhat Andras? (7 pont)

Megoldas:

N
a) Jo abra rajzolasa 1 pont) AN —\\
A kis kor kp-ja egy 12 mm oldala négyzetet alkot(1 pont) }’f ¢ _j

(
(
Ennek az atloja 1242 (1 pont) .*
(
(

Mivel ez éppen 2R+ 6 1 pont)
d=2R=(12y2-6)~10,97 mm

1 pont) w

b) Lasd: Valésziniiségszamitds 25. feladat ( /;I? \\-'?
c) Lasd: Valészintiségszamitas 25. feladat
Osszesen: 16 pont

18) Egy 15°-0s emelkedési szogii hegyoldalon allé fiiggoleges fa egy adott
idopontban a hegyoldal emelkedésének iranyaban 3 méter hossza
arnyékot vet. Ugyanebben az idopontban a kozeli vizszintes fennsikon
allo turista arnyékanak hossza éppen fele a turista magassaganak. Hany
méter magas a fa?

Valaszat egy tizedesjegyre kerekitve adja meg! (12 pont)
Megoldas:
A szovegnek megfeleld, az adatokat c
helyesen feltiintet6 abra. (2 pont)
Az ACB és DFE szogek egyenlék, mivel ot
mindketté a napsugarak és a
figgbleges altal bezart szog. (1 pont)
A DEF derékszogli haromszdgben: .
a 1

tgo = —=— 2 pont

gr=o-=5 (2 pont)

a~26,57° (1 pont)
BAC szbg (90°-15° =)75° (1 pont) A
. N o __'_,...--""a'l’ﬁn'll
Igy B~ 78,43°. (1 pont)
(Szinusztétel az ABC haromszdgben:) M =X (2 pont)

sin26,57° 3

x = 6,57 (1 pont)

A fa tehat korulbeltl 6,6 méter magas. (1 pont)

Osszesen: 12 pont

19) Aranyékszerek készitésekor az aranyat mindig 6tvozik valamilyen masik
féemmel. A karat az aranyotvozet finomsagat jeloli. Egy aranyotvozet 1

- g . .. . | -
karatos, ha az otvozet teljes tomegének 24 része arany, a k karatos

aranyotvozet tomegének 24 resze arany.
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Kata orokolt a nagymamajatol egy 17 grammos, 18 karatos aranylancot.
Ebbodl két darab 14 karatos karikagyurit szeretne csinaltatni.
a) Legfeljebb hany gramm lehet a két gyuri egyiittes tomege, ha
aranytartalmuk O0sszesen sem tobb mint az aranylanc aranytartalma?
(4 pont)
b) Kata végiil két olyan gyiiriit készittetett, amelyek egyiittes tomege
16 gramm. (A megmarado 14 karatos aranyotvozetet tortaranyként
visszakapta.) Az elkésziilt két karikagyuri tekintheto két lyukas
hengernek, amelyek szélessége (a lyukas hengerek magassaga)
megegyezik. Az egyik gyiiri bels6é atméréje 17 mm, és mindenhol 1,5
mm vastag, a masik gyura bels6 atmérdje 19,8 mm, vastagsaga pedig
mindenhol 1,6 mm.
Hany mm a gyurik szélessége, ha a készitésiikkh6z hasznalt 14

karatos aranyotvozet suriisége 158 3 P (10 pont)
cm
Valaszait egy tizedesjegyre kerekitve adja meg!
Megoldas:
a) Ldasd: Széveges feladatok 12. feladat
b) A két gytirti térfogatanak dsszege V = % = % ~1,0667 cm® =1066,7 mm®.
p
(2 pont)
Egy gytru térfogata két henger térfogatanak ktilonbsége. (1 pont)
Az egyik gyuru belsé sugara 8,5 mm, kiils6 sugara 10 mm, és ha x a keresett
szélesség, akkor V, =10% - x - 8,5° - n-x ~ 87,2x (mm3). (2 pont)
A masik gytrt belsé sugara 9,9 mm, kulsé sugara 11,5 mm, igy
V,=11,5"-n-x-9,9° n-x ~107,6x (mm?3) (2 pont)
V=V +V,, azaz 1066,7 =87,2x+107,6x . (1 pont)
Ebbél x = 5,48 mm. (1 pont)
A gyuruk szélessége 5,5 mm. (1 pont)
Osszesen: 14 pont
20) Egy cég a fiiggoleges irany kijelolésére S —_—

alkalmas, az épitkezéseknél is gyakran wn

hasznalt ,fiiggoont” gyart, amelynek
nehezéke egy acélbol késziilt test. Ez a
test egy 2 cm oldalhosszusaga szabalyos
otszog egyik szimmetria-tengelye koriili
forgatasaval szarmaztathato (lasd az

abran).
a) Hany cm?® a nehezék térfogata? Valaszat egy tizedesjegyre kerekitve
adja meg! (9 pont)

A mindség-ellendrzés 120 darab terméket 4

vizsgalt meg. Feljegyezték az egyes 3

darabok egész grammokra kerekitett

tomegét is. Hatféle tomeg fordult eld, ezek 2

relativ gyakorisagat mutatja az 1 l I I =

oszlopdiagram. 0

b) Készitsen gyakorisagi tablazatot a 120
adatrol, és szamitsa ki ezek atlagat és szorasat! (S5 pont)

relativ
gyakorisag
o o o ©

gramm
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Megoldas:
a) A nehezék térfogata egy forgaskup és egy csonkakup térfogatanak 6sszege.
(1 pont)
A forgaskip magassaga az AFB i 5
derékszogti haromszogbdl: r = D
m = 2-cos 54° (2 pont)
A kup alapkoérének sugara:
r=2-sin54° (1 pont)

b)

A csonkakup h magassaga a CGD
derékszogti haromszogbdl:
h=2-sin72° (2 pont)
A forgaskup térfogata:

1,62°:1,18n

Viip = (1 pont)

A csonkakup térfogata:

1’—%1'—’5-(1,622+1,62-1+12)

Vcsonkakflp ~

(1 pont)
A nehezék térfogata a ketté d6sszege:
Viap + V. ~ 3,24 +10,39~13,6 (cms3). (1 pont)

csonkakup

Léasd: Statisztika 9. feladat
Osszesen: 14 pont

21) Egy iizemben olyan digitalis miiszert gyartanak, amely kétféle adat

mérésére alkalmas: tavolsagot és szoget lehet vele meghatarozni. A

gyartosor meghibasodott, de ezt hosszabb ideig nem vették észre.

Ezalatt sok mérdeszkozt gyartottak, am ezeknek csak a 93%-a adja meg

hibatlanul a szoget, a 95%-a méri hibatlanul a tavolsagot, s6t a gyartott

méroeszkozok 2%-a mindkét adatot hibasan hatarozza meg.

a) Az egyik mindségellendr 20 darab miiszert vizsgal meg visszatevéses
mintavétellel a meghibasodasi idoszak alatt késziilt termékek koziil.
Mekkora annak a valészinilisége, hogy legfeljebb 2 darab hibasat talal
kozottiik? (Egy miiszert hibasnak tekintiink, ha akar a szoget, akar a
tavolsagot hibasan meéri.) (7 pont)

Vizszintes, sik terepen futé patak talpartjan allo fa magassagat kell

meghataroznunk. A sikra merdlegesen allé6 fat megkozeliteni nem

tudjuk, de van egy kisméretii, digitalis miiszeriink, amellyel szoget és

tavolsagot is pontosan tudunk mérni. A patakparton kitiizziik az A és B

pontokat, amelyek 10 méterre vannak egymastol. Az A pontb6l 55°-os, a
B-b6l 60° -os emelkedési szog alatt latszik a fa teteje. Szogméréssel még
megallapitjuk, hogy ATB<« =90°, ahol T a fa ,,talppontja”.

b) Milyen magas a fa? (9 pont)

Megoldas:

a)

Lasd: Valészintliségszamitas 29. feladat
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b)

Jo abra felrajzolasa (2 pont)

Az ATP haromszogbdl: AT = h ~0,700h (1 pont)
tg55°

A BTP haromszogbol: BT = : ZOO ~0,577h (1 pont)
g

Az ATB derékszdgli haromszdgbdl Pitagorasz-tétellel

adodik: (1 pont)

2 2
;l + il =100, (1 pont)

tg“55° tg“60°

Innen h~11m. (2 pont)

A fa magassaga tehat koérulbeltil 11 méter. (1 pont)

elolnézetben abrazolja a szekrényt.

Im

l)

Osszesen: 16 pont
22) Kovacs ur a tetdoterébe egy téglatest alakia beépitett szekrényt készittet.
Két vazlatot rajzolt a terveirdl az asztalosnak, és ezeken feltiintette a
tetotér megfelelo adatait is. Az els6 vazlat ,térhatasi”, a masodik pedig

/ »
(45°

A tetotér adottsagai miatt a szekrény mélységének pontosan 60 cm-nek

kell lennie.

a) Mekkora legyen a szekrény vizszintes és fiiggoleges mérete (azaz a
szélessége és a magassaga), ha a leheté legnagyobb térfogati
szekrényt szeretné elkészittetni? (A magassag, a szélesség és a
mélység a szekrény kiils6 méretei, Kovacs ur ezekkel szamitja ki a

térfogatot.)

(8 pont)

A szekrény elkésziilt. Az akasztos részébe Kovacs ur vasarnap este 7
inget tesz be, a hét minden napjara egyet-egyet. Az ingek kozott van 2
fehér, 2 vilagoskék és 3 sarga. Reggelente nagyon siet, ezért Kovacs ur
csak benyil a szekrénybe, és anélkiil, hogy odanézne, véletlenszeriien

kivesz egy inget.

b) Mennyi a valoszinusége annak, hogy a hét els6 harom napjan vagy
harom kiilonb6z6 szini vagy harom egyforma szinii inget valaszt?
(Ha valamelyik nap viselt egy inget, azt utana mar nem teszi vissza a

szekrénybe.)

Megoldas:

a)

Ha a szekrény magassaga x méter, akkor
szélessége az abran lathato egyenld

szar haromszogek miatt 42 - 2x. (2
pont) 4

A térfogata pedig: V =0, 6x(4\/§ - 2x) , &

amennyiben O < x < 2\/5. (1 pont) 45°

(8 pont)

Az x 0, 6x(4\/§ - 2x) masodfoku

fliggvénynek két zérushelye van, a 0 és a 2+/2.
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b)

Igy a negativ féegytitthaté miatt ennek a fiiggvénynek a maximuma a két
zérushelye szamtani kozepénél, az x = J2 helyen lesz. (2 pont)

Mivel a +2 eleme a feladat értelmezési tartomanyanak, ezért a legnagyobb
térfogati szekrény magassaga korulbelil 1,41 méter, szélessége pedig
koérulbelul 2,83 méter lesz. (2 pont)
Lasd: Valészintiségszamitas 30. feladat, Kombinatorika 30. feladat

Osszesen: 16 pont

23) Egy 2 cm sugari, 20 cm széles festohengerrel dolgozva egy fordulattal

koriilbeliil 3 ml festéket visziink fel a falra. (A festOhenger csiiszas nélkiil
gordiil a falon.)

a) Elegendé-e 4 liter falfestéket vasarolnunk, ha a szobankban 40 m?’-

nyi falfeliiletet egy rétegben, egyszer akarunk lefesteni? (6 pont)
b) Milyen magasan allna 4 liter falfesték a 16 cm atmérdju,

forgashenger alakiu festékes vodorben?

Valaszat cm-ben, egészre kerekitve adja meg! (S pont)
Megoldas:
a) Az egy fordulattal lefestett falfeltilet nagysaga a (festé)henger palastjanak
tertiletével egyenld. (1 pont)
T = 2220 -1 = 80n(~251,3 cm®) (1 pont)
40 m* = 400000 cm?, (1 pont)
tehat a teljes falfeltilet befestéséhez
400000 1 .
5513 ~ 1592 fordulatra van sziikség a fest6éhengerrel. (1 pont)
Ennyi fordulattal kb. 1592-3 =4776 ml festéket visziink fel a falra. (1 pont)
4 liter festék megvasarlasa tehat nem elegendoé. (1 pont)
b) 4 liter = (4 dm® =)4000 cm’ (1 pont)
r=8cm (1 pont)
4000 cm® =8%-n-m (1 pont)
Ebbél m = 4000 19,9(cm). (1 pont)
64n
A festék tehat kb. 20 cm magasan allna a vodorben. . (1 pont)
Osszesen: 11 pont
24)

a) Egy kocka és egy gomb felszine egyenld. Bizonyitsa be, hogy a gomb

térfogata nagyobb, mint a kockaé! (6 pont)
Két fémkocka oOsszeolvasztasaval egy nagyobb kockat készitiink. Az
egyik beolvasztott kocka egy élének hossza p, a masiké pedig gq
( p>0, q>0). (Feltessziik, hogy az oOsszeolvasztassal kapott kocka

térfogata egyenlo a két osszeolvasztott kocka térfogatanak osszegével.)
b) Igazolja, hogy az Osszeolvasztassal kapott kocka felszine

6. ?/(ps + ge')2 . (2 pont)

c) Bizonyitsa be, hogy az Osszeolvasztassal kapott kocka felszine
kisebb, mint a két o0sszeolvasztott kocka felszinének osszege! (8 pont)
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Megoldas:

a)

b)

)

Ha a két test felszine egyarant 0,6 P 1,8 Q0,6
O

2 A’ %
A, akkor V. . = Pk (2 pont) :
I mi 1
ngiimb = ﬁ (2 pont) i
Mivel 36m<6°, ezért a gémb 1,8 B
térfogata valoban nagyobb a kocka térfogatanal. (2 pont)

Az Osszeolvasztassal kapott kocka térfogata p°+q®, ezért élének hossza

Jp’+q°, (1 pont)

2
felszine tehat 6- («3/ p’+ q3) , ami valéban 6-3 ( p’+q° )2 -nel egyenlé. (1 pont)

A bizonyitando allitas: 6- 13/( p’+q° )2 <6- ( P+ q2) (1 pont)

Mindkét oldalt 6-tal osztva és kobre emelve (az x° fliggvény szigoru
monotonitasa miatt): (p3 +q° )2 < (p2 +q° )3. (1 pont)
Elvégezve a hatvanyozasokat: p° +2p°q° +q° < p® +3p*q” +3p°q* +¢°. (2 pont)
Rendezve és a pozitiv p°q® szorzattal osztva: 0 < 3p° +3q° —2pq . (

0<2p*+2q° +(p—q)2,
ez pedig mindig igaz (hiszen a jobb oldalon két pozitiv és egy nemnegativ szam

1 pont)
(1 pont)

Osszege all). (1 pont)
Mivel minden atalakitas ekvivalens volt, ezért a bizonyitand¢ allitas is igaz.
(1 pont)

Osszesen: 16 pont

25) Egy kisiizemi meggymagozoé6-adagolo gép 0,01 valosziniséggel nem

tavolitja el a magot a meggybol, mielétt a meggyszemet az iivegbe teszi.
A magozogépen athaladt szemek koziil 120-120 darab keriil egy-egy
iivegbe.
a) Szamitsa ki annak a valoszinuségét, hogy egy kivalasztott iivegbhen
legalabb 2 darab magozatlan szem van! (5 pont)
A termelés soran keletkezett hulladékot nagy meéretii konténerbe
gyujtik, melyet minden nap végén Kkiiiritenek és kitisztitanak. A
konténer egyenes hasab alaku. A hasab magassaga 2 m, alaplapja
huartrapéz, melynek méretei az 1. abran lathatok. A konténert vizszintes
felilleten, az 1,8 mx2 m-es (tégla-lap alaki) lapjara allitva helyezik el

(lasd a 2. abrat). 7
3m ~
1 m\ /1m V
1,8 m

1. dbra 2. dbra
b) Szamitsa ki a hasab térfogatat! Hatarozza meg, hogy milyen magasan
all a konténerben a tisztitasahoz beletoltott 2,7 m3 térfogata
folyadék! (11 pont)
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Megoldas:

a)
b)

Lasd: Valészintuségszamitdas 38. feladat
(A hasab alaplapja az ABCD hurtrapéz.)

Az abra jeloléseit hasznalva, az APD derékszégli haromszdgboél Pitagorasz-

—f12_062 =
tétellel: "~ 1"-0,6"=0,8 (m). (1 pont)
. . . " 1,8+3
A hasab alaplapjanak (az ABCD trapéznak) a terulete: ( -0,8:j1,92
(m?2), (1 pont)
tehat a hasab (a konténer) térfogata: (=-292,1) 3,84 m3. (1 pont)

A tisztitdé folyadék x méter magassagban all a konténerben. A folyadék egy
olyan szimmetrikus trapéz alapu egyenes hasabot t6lt meg, (1 pont)

amelynek a magassaga 2 méter, az alaplapjanak a tertlete pedig

(2’7 =]1,35 (m?2). (1 pont) n__06 MP 1.8 % 0.6 ¢
2 N R 1.8 o v 4
Az (abra szerinti) APD és ARS K! X !/
derékszogti haromszoégek E E
hasonlosaga miatt SR _DP l '

asonlosaga mia R AP’ A 18 3

(1 pont)
azaz g:O’—6:§. (1 pont)
x 0,8 4

SV =1,8+2y=1,8+1,5x, ezért (mivel az ABVS trapéz tertulete 1,35 m?)
1,8+1,8+1,5x .

5 x=1,35 (1 pont)
Ebbél 1,5x* +3,6x-2,7=0, (1 pont)
amelynek a gyokei 0,6 és -3. (1 pont)

(A -3 nem felel meg, tehat) a tisztito folyadék 0,6 méter magassagban all a
konténerben. (1 pont)

Osszesenl6 pont

26) Egy automatanak 100 gramm tomegu hasabokat kell két egyenlo tomegii

részre szétvagnia. A két darab koziil az egy az A futoszalagra keriil, a

masik a B futészalagra. Az utols6 négy darabolasnal az automata hibaja

miatt az A futoszalagra keriilt darabok tomege 51 g, 52 g, 47 g, 46 g.

a) Igazolja, hogy a két futoszalagra keriilt 4-4 darab tomegének atlaga
kiilonbozik, a szorasa pedig megegyezik! (5 pont)

Egy haromoldala egyenes hasab alapéleinek hossza:

AB =4, AC = BC = /13, a hasib magassaga 2./3 hosszusagua. Az AB alapél

egyenesére illeszkedo S sik 30°-os szoget zar be a hasab alaplapjaval, és

két részre vagja a hasabot.

b) Szamitsa ki a két rész térfogatanak aranyat! (11 pont)
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Megoldas:
a) Lasd: Statisztika 11. feladat
b) Helyes abra. (1 pont) A -
A 30°-os szb6g helyes értelmezése (példaul a szog <ﬁ7
jeldlése az abran). (1 pont)
Az ABC egyenl6szara haromszoég AB oldalahoz tartozo 2.3 H
magassaga (Pitagorasz-tétellel): TC= 3. (1 pont) 7
Az S sik a CC élt a H pontban metszi. A TCH .
CH A 34 oc
derékszdgti haromszogbdl: tan30°=——, (1 pont) ‘ T V13
TC 2 B
ahonnan CH =(TC-tan30°=)3- g =3. (1 pont)

Az ABC lapot tartalmazo rész egy tetraéder, melynek ABC lapjahoz tartozo

magassaga CH. (1 pont)
(Tope = 6, €2rt) Ve, = 225" _ 5 3~ 3,46)
3 (1 pont)
A masik rész térfogatat megkapjuk, ha az els6é rész térfogatat levonjuk az
eredeti hasab térfogatabal. (1 pont)
Visease = Tane - CC' =123 (= 20,78) (1 pont)
Vg = 1243 =243 = 1043 (2 17,32) (1 pont)
Vascn  _ 23 _1 (1 pont)

VABHA'B'C' - 10\/5 - 5
Osszesen: 16 pont

27)6 cm oldalélu tomor ABCDEFGH kocka BF élén megjeloltiik az él P

felezopontjat, majd a kockat kettévagtuk az E, G, P pontokra illeszkedo

sikkal (az abra szerint). . G

a) Mekkora a kettévagas soran keletkezett nagyobbik o
test felszine? (8 pont) )
b) Mekkora szoget zar be a metszo6 sik és a kocka EFGH
lapjanak sikja? (4 pont) l
Megoldds: !
a) A nagyobbik testet harom (6 cm oldalt) négyzet, két egybevagd derékszogti
trapéz és két (nem egybevago) egyenld szaru haromszog hatarolja. (1 pont)
A harom négyzet és az EGH egyenlé szaru derékszoégli haromszog tertilete
egyutt (3,5-36 =) 126 (ch). (1 pont)
A derékszogu trapézok alapjanak hossza (cm-ben mérve) 6 és 3, magassaga 0,
tertilete 27(cm2). (1 pont)
Az EGP egyenl6 szart haromszdg EG alapjanak hossza 642 (=8,5), (1 pont)
szarainak hossza (Pitagorasz-tétellel) V6 +3% =+/45 =34/5 (6,7), (1 pont)
az alapjahoz tartozo magassaga (Pitagorasz-tétellel)

\/(3J§)2 ~(3v2)" =27 =3V3(~5,2). (1 pont)
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Az EGP haromszog tertilete @ =96 (=22,0). (1 pont)
A nagyobbik test felszine kb. (126 +2-27 +22,0 =) 202cm?. (1 pont)
b) Ha az EG lapatlo felezépontjat O-val jeloljuk, akkor a keresett szdég az FOP<
(mert FO és PO is merdleges a két sik EG metszésvonalara). (1 pont)
Az FOP haromszég derékszégti, FP =3(cm) és FO =32 (cm). (1 pont)
3
tg FOP«< =——(~0,7071 1 pont
g 355 ) (1 pont)
FOP« = 35,3° (1 pont)
Osszesen: 12 pont
28)
a) Az ABCD négyzet koriilirt korén felvettiink egy olyan P pontot,
amelyik nem «csiicsa a négyzetnek. Bizonyitsa be, hogy
AP? + CP? = BP? + DP>. (4 pont)
Egy cég az altala forgalmazott poharakat
négyesével csomagolja ugy, hogy a poharakhoz
még egy talcat is ad ajandékba. A 20 cm (belso)
atmérodji, felill nyitott forgashenger alaku
talcara négy egyforma (szintén forgashenger
alaki) poharakat tesznek 1ugy, hogy azok
szorosan illeszkednek egymashoz és a talca
oldalfalahoz is.
b) Igazolja, hogy a poharak alapkorének sugara nagyobb 4,1 cm-nél!
(5 pont)
A pohar fala 2,5 mm vastag, bels6 magassaga 11 cm.
c) Igaz-e, hogy a poharba belefér 5 dl iidit6? (4 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Bizonyitasok 19. feladat
b) Lasd: Sikgeometria 28. feladat
c) Mivel a pohar fala 2,5 mm vastag, igy a bels6é sugara nagyobb, mint
(4,1-0,25)=3,85 cm. (1 pont)
A pohar térfogata: V. >3,85*-1-11~512 cm’. (1 pont)
1dl =100 cm®, (1 pont)
tehat igaz, hogy belefér 5 dl idité a poharba. (1 pont)

Osszesen: 13 pont

29) Egy fémlemezbol késziilt, forgashenger alaki hordoban 200 liter viz fér

el.
a) Mekkora teriiletii fémlemez kell a 80 cm magas, feliil nyitott hordé
elkészitéséhez, ha gyartasa soran 12%-nyi hulladék keletkezik?
(6 pont)
Egy kisvallalkozasnal tobb kiilonb6z6é méretben is gyartanak 200 literes,
forgashenger alaki lemezhordokat.
b) Mekkora annak a 200 liter térfogata, feliil nyitott forgashengernek a
sugara és magassaga, amelynek a legkisebb a felszine? (10 pont)
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Megoldas:

a) 200 liter = 200 dm® (1 pont)
A hordé alaptertilete (% :j 25 dm?, (1 pont)

: 25
a sugara pedig | ,|— ~ | 2,82 dm. (1 pont)

T
A palast tertlete (2n-2,82-8 ~) 142 dm”?, (1 pont)
a hordoé kértlbeltll 167 dm?® tertileti lemezbdl all. (1 pont)

b)

30) Az ABCDEFGH négyzetes oszlop AE, BF, CG, DH élei

A hordo gyartasahoz 167 ~ 190 dm?®lemezre van sziikség. (1 pont)

?
(Minden hossztsagot dm-ben mértiink, r a henger sugara, m pedig a
magassaga.) A feliil nyitott henger térfogata: r’nm =200, felszine: r’m+2rnm.

(1 pont)

m= QQE , ezzel a 200 literes henger felszine A(r)= (rgrc +2rm- 290 :j r’n+ 400
r’n r’n r

(2 pont)

Az A(r)= r2n+@ (r > 0) figgvény derivalhato, és ott lehet minimuma, ahol
r

a derivaltja O. (1 pont)

A(r)=2rn- 4020 (1 pont)
r

2nr — 400 _ 0, amibdl r =3 QOO(z 3,99). (2 pont)

r? T

Az A figgvény masodik derivaltja mindenhol pozitiv, tehat a 3,/200 ennek a

T

figgvénynek (abszolut) minimumhelye. (1 pont)

A legkisebb felszinu, feltil nyitott forgashenger sugara koérulbeltl 3,99 dm,

(1 pont)

magassaga @ ~ 3,99dm. (1 pont)
ren

Osszesen: 16 pont

merodlegesek az ABCD alaplapra. Az A csucsbdl kiindulé
harom él hossza AB = AD = 8 egység, AE =15 egység.

a) Szamitsa ki az EF és AH vektorok skalaris szorzatat!
(3 pont)
A négyzetes oszlop koré egy P csucspontu forgaskupot
illesztiink gy, hogy az A, B, C, D csucsok a kup
alaplapjara, az E, F, G, H csucsok pedig a kup palastjara
illeszkedjenek. (A kup és a négyzetes oszlop tengelye
egybeesik.) A kup magassaga 45 egység.
b) Szamitsa ki a kup felszinét! (7 pont)
c) Hany olyan derékszogi haromszog van, amelynek egyik befogdja 15
egység hosszi, és a masik két oldala is egész szam hosszusagu? (Az
egybevago haromszogeket nem tekintjiik kiilonb6zéknek.) (6 pont)
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Megoldas:

a)
b)

c)

Lasd: Koordinatageometria 25. feladat

Jeldlje O az ABCD négyzetnek (és a kup alaplapjanak)
a kozéppontjat, Q az EFGH négyzet koézéppontjat. A
kupbol az EFGH sik egy kisebb kupot metsz ki, amely
az eredetihez (k6zéppontosan) hasonlo (a hasonlosag
koézéppontja a P pont). PQ=PO-0Q =45-15=30,

igy a hasonlésag aranya —— L% @ 2 (2 pont)

PO 45 3’
A kisebb kup alapkérének sugara (az EFGH négyzet

koré irt kér sugara) QE—\/_ 8—4\/_( 5,66). A

hasonlosag miatt a korulirt kup alapkoérének a
sugara ennek az 1,5-szerese: R = 6\/§(z 8, 49) .(2 pont)
A korualirt kup alkotdja (az alapkdr sugarabol és a kup magassagabol

Pitagorasz-tétellel) a = \/(6\/5)2 +45% =/2097 (» 45,79). (2 pont)

A kértlirt kup felszine R°n+ Rna ~1446,9 (terliletegység). (1 pont)

Lasd: Sikgeometria 34. feladat .
Osszesen: 16 pont

31) Egy biivész két egyforma ,dobotetraédert” hasznal az egyik

mutatvanyahoz. A dobébtetraéder alakja olyan szabalyos haromoldalia
gula, amelynek alapéle 6 cm hosszu, az oldalélei pedig 30° -os szoget
zarnak be az alaplap sikjaval.

a) Hatarozza meg a tetraéder térfogatat! (6 pont)
A tetraéderrel 1l-est, 2-est, 3-ast vagy 4-est lehet dobni (a dobas
eredményének az als6 lapon lévo szamot tekintjiik). Az l-es, a 2-es,
illetve a 3-as dobasanak valoszinusége egyenlé. A 4-es dobas
valoszinlisége otszor akkora, mint az 1-es dobasé.

b) Ha a buvész a két dobotetraédert egyszerre dobja fel, akkor mennyi
annak a valosziniisége, hogy a dobott szamok Osszege 6 lesz? (5 pont)

Megoldas:

a)

b)

Az abra jeloléseit hasznaljuk. A gula ABC b

alaplapjanak koézéppontja (sulypontja) S. DS

meréleges az alaplapra, a feltétel szerint pedig

SBD< = 30°. nt)
BS az ABC szabalyos haromszog B
magassaganak (sulyvonaldnak) kétharmada: 4 Gem

BS—§-£:6:2J§z&46mn. (2 pont)

A gula testmagassaga DS = BS-tg30°=2 cm. (1 pont)

2 . 2 .
Az ABC haromszog tertilete: T = AB4 V3 _5 4\/5 =943 ~15,59 cm?. (1 pont)

A gula térfogata tehat: V = T—?)DS = 6+/3 ~ (10,4)cm® (1 pont)

Lasd: Valészintiségszamitdas 46. feladat
Osszesen: 11 pont

- 489 -



2005-20XX Emelt szint

32) Egy 33x18 cm-es kartonlapbdl (kivagassal,

33

hajtogatassal) téglatest alaka dobozt ,
készitenek. A doboz (sotétre szinezett)
kiteritett halojat és méreteit az abra
szerint valasztjak meg. .
a) Hatarozza meg a doboz térfogatat, ha

a=7 cm! (3 pont) -° 3 ‘ 1’
b) Hogyan kell megvalasztani az a, b, ¢, élek hosszat ahhoz, hogy a
doboz térfogata maximalis legyen? (9 pont)

Egy téglatest barmely harom cstiicsa egy haromszoget hataroz meg.
c) A téglatest csicsai altal meghatarozott haromszogek kozott hany
olyan van, amelynek a sikja nem esik egybe a téglatest egyik

lapjanak sikjaval sem? (4 pont)
Megoldas:
a) A szakaszok hosszat cm-ben mérve
2a+c=18 miatt c=18-2-7=4. (1 pont)
a+2b+c=33 miatt =0 —% _q1. (1 pont)
A téglatest térfogata: abe =7-11-4 = 308 cm®. (1 pont)
b) A térfogatot az egyik €l hosszanak segitségével fejezzik ki.
datc=18 letrendszer elsd letébol
egyenletrendszer elsé egyenletébd
a+2b+c=33] > &
c=18-2a. (1 pont)
2b=33-a-c=33-a-(18-2a)=a+15, ezért b =%+7,5. (1 pont)
V:abc:a(%+7,5j(18—2a) (0<a<9) (1 pont)
AV(a)= a[% + 7,5)(18 —2a); 0 <a <9 fuggvénynek ott lehet maximuma, ahol
V'(a)=0. (1 pont)
V(a)=-a’-6a”+135a (1 pont)
V'(a)=-3a* -12a +135 = -3(a’ + 4a — 45) (1 pont)
a’ +4a—-45=0 gyodkei 5 és -9, a -9 nem lehetséges, az 5 pedig megfelel.
(1 pont)
V'(a)=—-6a-12 és igy V"(5)<0, tehat V-nek (abszolut) maximuma van
a =235 -nél. (1 pont)
A téglatest térfogata ~maximalis (400 cm®), ha éleinek hossza
a=5cm,b=10cmés c=8cm. (1 pont)
8
c) A téglatest 8 csucsa 6sszesen (3) = 56 haromszoget hataroz meg. (1 pont)

Ezek kozul le kell vonni azokat, melyeknek sikja egybeesik a téglatest
valamelyik lapjanak sikjaval. Mind a hat lapon négy ilyen haromszég van,
Osszesen tehat 24. (2 pont)
A megfelel6 haromszoégek szama (56 -24 =) 32. (1 pont)
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Alternativ megoldas:
A feladat szerint nem valaszthatdé olyan haromszoég,
amelynek két oldala a téglatest két élével azonos.
Ha a haromszo6g egyik oldala a téglatest egy é€le, akkor
ennek a két végpontjahoz kétféleképpen valaszthatjuk
a haromszog harmadik csucsat, mert a kivalasztott
élben csatlakozo két lap egyik csuicsa sem valaszthato

a haromsz6g harmadik csucsaként. (1 pont)
A téglatestnek 12 éle van, ezért ilyen haromszogbdl
O0sszesen 12-2 =24 darab van. (1 pont)

Ha a haromszégnek nincs olyan oldala, amelyik a
téglatest valamelyik élével azonos, akkor mindharom
oldala a téglatest egy-egy lapjanak atloja.

A téglatest egy adott cstuicsabdl kiindulé harom €l nem
kozos végpontjai egy haromszoget hataroznak meg.

A téglatestnek 8 csucsa van, ezért ilyen haromszogbdl
8 darab van. (1 pont)
A megfelel6 haromszogek szama 24+ 8 =32. (1 pont)

Alternativ megoldas:
A téglatest ,als6” lapjarol két szomszédos csucsot 4-
féleképpen valaszthatunk, ezekhez a feltételnek
megfeleléen a ,fels6” lapjarol 2-féleképpen valaszthatjuk
a harmadik csucsot. (1 pont)
Az als6 laprol két atellenes csucsot 2-féleképpen
valaszthatunk, ezekhez a fels6 laprol 4-féleképpen
valaszthatjuk a harmadik csucsot. (1 pont)

Tehat (4 24+2-4 :) 16 megfelel6 haromszég van,

melyeknek az alsé lapon van két csucsa, és ugyanigy
16 megfelel6 haromszoég van, melyeknek a felsé lapon
van két csucsa. (1 pont)
Osszesen tehat 32 megfelelé haromszég van. (1 pont)
Alternativ megoldas:
A téglatest egy kivalasztott testatléjanak  két
végpontjahoz a téglatest maradék 6 csucsanak
barmelyike valaszthaté a haromszdg harmadik

csucsanak. (1 pont)
A téglatestnek 4 testatléja van, ezért ilyen
haromszogbdl 6sszesen 6-4 =24 darab van. (1 pont)

Ha a haromszdgnek nincs olyan oldala, amelyik a
téglatest valamelyik testatloja, akkor nem lehet olyan
oldala sem, amelyik a téglatest valamelyik éle, ezért
mindharom oldala lapatlo.
Ilyen haromszdgbdl 8 darab van. (1 pont)
A megfelel6 haromszogek szama 24 + 8 = 32.
(1 pont)
Osszesen: 16 pont
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33) Az ABC derékszogii haromszog BC befogojanak hossza 18 cm, a CA
befogéjanak hossza 6 cm.
a) Mekkorak a haromszog hegyesszogei? (3 pont)
A BC befogo egy P belso pontjat osszekotjitkk az A csiicesal. Tudjuk még,
hogy PB = PA.
b) Milyen hosszu a PB szakasz? (6 pont)
Allitsunk merdleges egyenest az ABC haromszog sikjira C pontban! A
merodleges egyenes D pontjara teljesiil, hogy CD hossza 15 cm.
c) Mekkora az ABCD tetraéder térfogata? (4 pont)

Megoldas:

a) Ldasd: Sikgeometria 2. feladat

b) Lasd: Sikgeometria 2. feladat D

c) Tekintsik a tetraéder alapjanak az ABC haromszoget,
ekkor a testmagassag CDlesz: m=15 cm (2 pont)
Az ABC haromszo6g tertilete 54 cm?-

T-m 54-15

3 3
Igy a keresett térfogat: 270 cm®. (2 pont) \
Osszesen: 13 pont iy

V= 15

34)a) A KLMN derékszogii trapéz alapjai KL =212 és I

MN =375 egység hossziak, a derékszogu szar hossza 102 egység.
A trapézt megforgatjuk az alapokra merdleges LM szar egyenese
koriil.
Szamitsa ki a keletkezett forgastest térfogatat! (n két tizedesjegyre
kerekitett értékével szamoljon, és az eredményt is igy adja meg!)
(4 pont)
b) Az ABCD derékszogii érintétrapéz AB és CD alapjai (AB > CD)

hosszanak Osszege 20. A beirt kornek az alapokra nem merodleges AD
szarral vett érintési pontja negyedeli az AD szarat.

Szamitsa ki a trapéz oldalainak hosszat! (12 pont)
Megoldas:
a) A kapott alakzat egy csonkakup, magassaga LM, az alapkordk sugara KL és
MN. (1 pont)
m-m

A csonkakup térfogata: V = -(R2 +Rr+ r2) ~13326,47 térfogategység.

3
(3 pont)

b) Lasd: Sikgeometria 12. feladat
Osszesen: 16 pont

35) Ha Andras az asztalra ejti a pingponglabdajat, akkor a labda az ejtési
magassag kb. 84%-ara pattan vissza. Ezutan tovabb pattog tugy, hogy
minden asztalra érkezés utan az el6zo6 felpattanas magassaganak 84%-aig
emelkedik fel.

a) Andras egy alkalommal (az asztal lapjatéol mérve) 1 méter
magassagbol ejtette az asztalra a pingponglabdat. Mekkora utat tesz
meg Osszesen a pingponglabda az els6 asztalra érkezésétol a
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tizenotodikig? (Feltételezziik, hogy a labda csak fiiggéleges iranyban
mozog, a vizszintes iranyu elmozdulas elhanyagolhaté.) (4 pont)

Andras azt allitja, hogy az osszes pingponglabdajanak szama 6-tal osztva
2 maradékot, 15-tel osztva pedig 1 maradékot ad.

b) Mutassa meg, hogy Andras allitasa hamis! (3 pont)

Dori olyan pingponglabda-készletet vasarolt, amelynek
dobozaba harom egyforma labda - az abran lathato
elrendezésben - szorosan belefér. A doboz hengeres
test, melynek alaplapjat harom egybevago koriv és
harom egyenlo hosszusagu szakasz hatarolja. (Az abran
a dobozt feliilnézetbdl latjuk.)

c) A doboz térfogatanak hany szazalékat tolti ki a
harom pingponglabda, ha a labdak atmeérdje 40 mm? (A doboz

falvastagsaga elhanyagolhaté.) (7 pont)
Megoldas:
a) Ldasd: Sorozatok 32. feladat
b) Lasd: Szamelmélet 14. feladat
c) Az abra koreinek érintkezése miatt az alaptertilet felbonthatéo egy 40 mm

oldalt szabalyos haromszogre (ennek csucsai a kordk kézéppontjai), harom
egybevago téglalapra, tovabba harom egybevago 120°-os kézépponti szogu
korcikkre (amelyek egyutt egy teljes kort alkotnak). (2 pont)
Az alaptertlet tehat

J3

40727 +3-20-40+20°n ~ 4349 mm” (2 pont)
A doboz térfogata 4349-40 =173 960 mm®. (1 pont)
A harom labda térfogata 4-20° - n~100 531 mm°. (1 pont)
Ez a doboz térfogatanak kb. 58%-a. (1 pont)

Osszesen: 14 pont

36) Adam balatoni telkén all egy kis hétvégi haz. A haz feliilnézete egy

7 m x 4 m-es téglalap. Ha esik az es6, akkor a tetore lehull6 csapadékot

a teto négy oldalan korbefuto ereszcsatornak gyiijtik ossze és vezetik be
négy nagy, kezdetben iires (fedett) hordoba. A hordok forgashenger
alakuak, bels6é atmérdjiik 40 cm, magassaguk 90 cm.
Egy nyari zivatar alkalmaval 15 mm csapadék hullott a telepiilésen (ez
azt jelenti, hogy minden vizszintes feliileten 15 mm magasan allna az
esOviz, ha nem szivarogna el.) A zivatar kozben a tetdre lehullott
csapadék 95%-a osszegyiilt a hordokban.
a) A zivatar utan mindegyik hordoban ugyanolyan magasan allt a viz.
Mekkora ez a magassag? (S pont)
A haz cserépteteje eloregedett, cserélni
kell. A tetd feliilete négy sikidombol all.
A hazteto 7 meéteres oldalaihoz két

3m

egybevago hurtrapéz csatlakozik,
amelyek sikja a vizszintessel egyarant 30 T
fokos szoget zar be. A trapézok 7m o
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egymashoz csatlakoz6, rovidebb oldala 3 méter hosszi. A hazteto 4

méteres oldalaihoz két egybevago, egyenld szarii haromszog csatlakozik.

b) Hany darab cserepet kell vasarolnia Adamnak a teté
ujracserepezéséhez, ha a tetofeliilet egy négyzetméterére 30 darabra
van sziikség, és a megvasarolt mennyiség 8%-a hulladék lesz?

(11 pont)

Megoldas:
a) A tetd alaptertilete: 7-4 =28 m®. (1 pont)
A tetére hullott csapadék térfogata 28-0,015=0,42 m°, (1 pont)
a hordékban &sszegyult viz térfogata 0,42-0,95=0,399 m®, egy-egy hordoba
tehat (jo kozelitéssel) V =0,1 m® eséviz kertlt. (1 pont)
Egy hordé alaptertilete T =r’n=0,2°-1~0,126 m°. (1 pont)
A V térfogatu eséviz %z 001,;6 ~ 0,79 m, azaz 79 cm magassagig tolti meg az
egyes hordokat (és ez valoban kisebb, mint a hordé magassaga). (1 pont)

b) Lasd: Sikgeometria 39. feladat
Osszesen: 16 pont

37) Egy teherauto raktere 2,4 méter széles, 2
méter magas és 7 méter hosszi. Ezzel a .
teherautoval kell olyan, meéretre vagott | — — —
faronkoket szallitani, amelyek forgashenger L L)
alaktak, 24 centiméter az atmeérdjik, és 7 ()
méter hossziak. A rakomany biztonsagi
okokbol nem nyulhat tal a raktéren egyik >
iranyban sem. A szallitocég az abran lathato 24m
stratégiaval rendezi el a faronkoket.

a) Mutassa meg, hogy legfeljebb 86 faronkot lehet igy a raktérben

elhelyezni! (8 pont)
b) A raktérnek hany szazaléka marad iiresen, ha 86 faronkot
szallitanak? (4 pont)

Kideriilt, hogy a fak egy részében megtelepedtek a szubogarak.

Barmelyik fat kivalasztva 4% annak a valdsziniisége, hogy van benne

szu. Az egyik vasarlo cég 50 fat vett.

c) Mennyi a valdsziniisége, hogy legfeljebb egy szuragta fa keriil a
rakomanyaba? (4 pont)

Megoldas:

a) A farénkoket szemléltetd egybevago, 24 cm atmeéréji korokbdl (alulrél kezdve
a szamozast) a paratlan sorszamu sorokban 10, a parosokban pedig 9 kor fér
el a 240 cm-en. (1 pont)
A koérkoézéppontok egy 24 cm
racsponttavolsagu szabalyos haromszoégracs
egy részletét hatarozzak meg. Az abra ABC .5

szabalyos haromszégének magassaga
1243 (= 20,78) cm. (A koérok kozéppontja 12vs
ennyivel lesz magasabban minden koévetkezé 13|

sorban az el6z6 sorban elhelyezkedd
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korkdzéppontokhoz képest.) (2 pont)

Ha k db sort raktak a teherautora, akkor a rakomany (k—1)- 1243 +2-12 cm

magassagig tolti meg a rakteret. (1 pont)

A rakomany nem nyulhat tul a raktéren,

ezért (k—1)-124/3 +2-12<200. (1 pont)

k< 176 +1~9,47 (1 pont)
1243

Legfeljebb 9 sorban rakhattak fakat a raktérbe. (1 pont)

S sorban 5-10 =50 db, 4 sorban 4-9 =36 db faronk, 6sszesen tehat

legfeljebb 50+ 36 =86 fartnk lehet a raktérben. (1 pont)

Alternativ megoldas:

c)

A farénkoket szemléltetd egybevago, 24 cm atmeérdji kérokbdl (alulrol kezdve
a szamozast) a paratlan sorszamu sorokban 10, a parosokban pedig 9 kor fér
el a 240 cm-en. (1 pont)
A korkozéppontok egy 24 cm racsponttavolsagu .Y 2
szabalyos haromszogracs egy részletét i
hatarozzak meg. Az abra ABC szabalyos 1T ¢

haromszdgének magassaga 12\/§(z 20,78) cm. sonl | \_/ A AAL

(A korok kozéppontja ennyivel lesz magasabban " . =l
minden koévetkez6 sorban az el6z6 sorban ' '

elhelyezked6 korkézéppontokhoz képest.) (2 pont)
9 sor magassaga 8- 124/3 +2-12~190,3 cm, tehat 9 sor meég belefér a
raktérbe. (2 pont)
10 sor magassaga 9.1243+2-12~211,1cm, tehat 10 sor mar nem fér be a
raktérbe. (2 pont)
Tehat, legfeljebb 86 faronk lehet a raktérben. (1 pont)
A raktér térfogata: V, =2,4.2-7 = 33,6m°. (1 pont)
A 86 darab fa térfogata: V,, =0,12* - 7-7-86 = 27,2m". (1 pont)
1%

fa 272 0,81 (azaz 81%) (1 pont)
V., 33,6
Tehat a raktér térfogatanak 19%-a lesz Uires. (1 pont)

Lasd: Valészintisagszamitas 61. feladat

Osszesen: 16 pont

38) Egy aruhazlancban minden Kocka csokoladé vasarlasakor a csoki mellé

ajandékba adnak egy ,zsakbamacska” csomagot, amelyben egy Kkis

fémkocka van. A fémkocka mindegyik lapja sarga vagy kék szinire van

festve ugy, hogy mind a két szini lap eléfordul.

a) Igazolja, hogy (szinezés szerint) osszesen 8-féle kocka van, ha a
forgatassal egymasba viheté szinezéseket nem tekintjiik
kiilonb6zonek!

(6 pont)
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b) Doérinak 7 kiilonb6z6 szinezésii kockaja van, igy mar csak egy
hianyzik a teljes készlethez, hogy abbol nyaklancot készitsen
maganak. Mennyi annak a valdszinusége, hogy ha 3 darab Kocka
csokoladét vesz, akkor meglesz a teljes készlete? (Feltételezhetjiik,
hogy mindegyik kockafajta ugyanakkora valoszinuséggel fordul el6 a

csomagokban.) (4 pont)
Az abran lathaté ABCDEFGH kocka élhosszusaga 10
egység.
c) Szamitsa ki az ABG haromszog beirt korének
sugarat! (6 pont)
Megoldas:
a) Ldasd: Bizonyitasok 34. feladat
b) Lasd: Valészintiségszamitdas 62. feladat
c) Az ABG haromszdgben BG = 1072,

és (példaul a térbeli Pitagorasz-tétellel)

AG =+102+10%+10> =10+/3. (1 pont)
AB’ + BG® = AG?, igy (mert AB meré6leges a BCGF sikra, és igy meréleges
annak barmely egyenesére) ABG<x =90". (1 pont)

(A beirt kér sugarat az r = t képletbdl szamitjuk ki.)
s

AB-BG:10-10\/§=50\/§-

Az ABG haromszog terulete t = (2 pont)

A haromszdg kerllete 10+ 10\/5 + 10\/§ , innen a félkertilet hossza
s=5+5J2+53 (1 pont)
50+/2

A beirt kor sugara r = 5:5/2+503 ~ 3,41 egység. (1 pont)
Alternativ megoldas:

Az ABG haromszoégben BG = 1072,

és (példaul a térbeli Pitagorasz-tétellel) G

AG =+10%2+10%+10> =10+/3. (1 pont)

AB? + BG® = AG?, igy (mert AB merdleges a BCGF sikra, 1V2=7/ | Sy

és igy merdleges annak barmely egyenesére) ABG< =90". 0/
(Ipont ,, ./ Orlip

Az ABG derékszdégi haromszog Dbeirt koérének \ri Jr

kozéppontjat jeldlie O, sugarat r, a koér az oldalakat 49—, % r B
érintse rendre a P, Q, R pontokban az abra szerint. Egy

korhoéz adott kiilsé pontbol huzott két érintészakasz hossza megegyezik,
tovabba az érintési pontba huizott sugar merdleges az érintére. Igy PORB egy r

oldalt négyzet, AR=AQ=10—-r, GP=GQ =102 —r. (2 pont)
Az AG atfogo a két érintészakasz 6sszege, tehat. (1 pont)
ebbd6l a beirt kor sugara:
r= 10+10\/2§_10\/§(= 5(1+\/§—\/§)) ~ 3,41 egység. (1 pont)
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Alternativ megoldas:
Az ABG haromszoégben BG = 10V2, (1 pont)
AB? + BG® = AG?, igy (mert AB meréleges a BCGF sikra,
és igy merdleges annak barmely egyenesére) ABG< =90".

(1 pont)
Az abra szerint az ABG derékszoégli haromszog beirt
korének koézéppontja O, sugara r, és a kor az AB befogot
az R pontban érinti. Legyen tovabba BAG<« =«,

tgd=%=\/§, innen o =54,7". A10-r R 7 B

Mivel a beirt kor kézéppontja a szoégfelezOk metszéspontja, ezért BAOX = 2 s
OBA« =45". (2 pont)
Az ARO derékszdgli haromszogb6l AR=r- ctg% , masrészt RB=r miatt

AR+RB:r-ctg%+r:10. (1 pont)

10
A beirt kor sugara r = ~ 3,41 egység. 1 pont
g ctg27,35 +1 0 SBYSCE (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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