Sorozatok - megoldasok

Sorozatok
Megoldasok
1) Egy (a,) szamsorozatrél a kévetkezéket tudjuk:
- a harmadik tagtol kezdve minden tag kiszamithato a kovetkezo
rekurziv képlet segitségével: a, =a, , +12a,_,;
- az a,, a, €s a,—9a, ebben a sorrendben egy szamtani sorozat 3
egymast koveto tagja;
-  az (an) sorozat elso ot tagjanak osszege 682.
Mekkora ennek a szamsorozatnak a hatodik tagja? (16 pont)
Megoldas:
A megadott feltételeket a kovetkez6é alakban hasznaljuk:
(1) a,=qa,,+12a,,,han>3
(2) 2a,=a,+(a;-9a,)
B) a+a,+a;,+a,+a, =682 (4 pont)
A sorozat harmadik tagja az (1) alapjan:
a, =a, +12a, (1 pont)
Behelyettesitve a (2) 6sszefliggésbe ezt az a, helyére, rendezés utan kapjuk,
hogy a, =4q, (1 pont)
Ebbdl a, =a, +12a, =4a, =12a, =16q, (1 pont)
A negyedik tagot felirva az (1) alapjan:
a, =a,+12a, (1 pont)
A jobb oldalon behelyettesitve az a, és az a, az a,-gyel kifejezett értéket
kapjuk, hogy a, =16a, +12(4a,) = 64q, (2 pont)
Hasonloan fejezhetjuik ki a értékeét a, segitségével:
as =a, +12a, = 64a, +12(16q, ) = 2564, (2 pont)
Osszevonas utan 341a, = 682
Ebbdl a, =2 (1 pont)
A hatodik tagot felirva (1) alapjan: a, =a; +12a,.
Az  ag és az a, értékét a,-gyel kifejezve  kapjuk, hogy
a, =256a, +12-64a, =1024a, =1024-2 =2048 (2 pont)
A kapott 2; 8; 32; 128; 512; 2048; ... szamsorozat elemei kielégitik az (a,)
sorozat elemirél megadott 6sszes feltételt.
A sorozat hatodik tagja 2048 . (1 pont)
Osszesen: 16 pont
2) a) Legyen (a,) egy mértani sorozat, melynek elsé tagja 5, hanyadosa 3.

Mennyi a valésziniisége, hogy ha ennek a mértani sorozatnak az elsé
110 tagjabol egyet véletlenszerien kivalasztunk, akkor a kivalasztott
tag 11-gyel osztva 1 maradékot ad? (6 pont)

b) Legyen (bn) egy szamtani sorozat, amelynek az els6 tagja 5, és
differenciaja 3. Mekkora a valdsziniisége, hogy ha ennek a szamtani

sorozatnak az els6 110 tagjabol egyen kivalasztunk, akkor a
kivalasztott tag 11-gyel osztva 1 maradékot ad? (7 pont)

- 381 -



2005-20XX Emelt szint

Megoldas:
a) Az els6 sorozatban az elsé tagtol kezdve felirjuk a tagok 11-gyel valo osztas
maradékat: 5; 4; 1; 3;9; 5; ... (1 pont)
A maradékok ciklikusan ismétlédnek (mindig 3-mal szorzunk) (1 pont)
Minden 6todik tag 1-es maradékot ad (2 pont)
tehat a valoszintuség 1:5=0,2 (2 pont)
b) A szamtani sorozatban az elsé¢ tagtol kezdve felirjuk a tagok 11-gyel valo
osztas maradékat: 5; 8; 0; 3; 6; 9; 1; 4; 7; 10; 2; ... (1 pont)
Ettél kezdve ismétlédik: 5; 8; O; ... (1 pont)
tehat a ciklushossz 11 (1 pont)
Egy ciklusban egy kedvezé eset van (1 pont)
Mivel 10 ciklus van a 110. tagig, és mindegyikben egy darab 1-es van (1 pont)
; . ., .10 1
igy a keresett valoszinluség 110~ 11 (2 pont)
Osszesen: 13 pont
3) Egy pozitiv tagokbodl all6 mértani sorozat els6 harom tagjanak oOsszege
26. Ha az els6 taghoz egyet, a masodikhoz hatot, a harmadikhoz harmat
adunk, akkor ebben a sorrendben egy szamtani sorozat els6 harom tagjat
kapjuk. Adja meg ennek a szamtani sorozatnak az els6 harom tagjat!
(14 pont)
Megoldas:
A szamtani sorozat elsé harom tagjanak osszege: 26+(1+6+3)=36 (1 pont)
Szamtani kézép miatt a masodik tagja 12. (2 pont)
jeléljuk a szamtani sorozat kulénbségét d-vel, ekkor a sorozat elsé harom
tagja 12-d; 12; 12+d (1 pont)
A meértani sorozat tagjai: 11-d; 6; 12+d (2 pont)
Mértani kozép miatt 6° =(11-d)-(9+d) (2 pont)
ahonnan d* -2d-63 =0 (1 pont)
d=9 vagy d=-7 (1 pont)
Tehat a keresett szamtani sorozat elsé harom tagja 3; 12; 21 (1 pont)
illetve 19; 12; 5 (1 pont)
Ezek megfelelnek a feladat feltételeinek, a mértani sorozat megfelelé tagjai:
2;6;18 illetve 18;6;2 (2 pont)
Osszesen: 14 pont
4) Legyen n pozitiv egész. Adottak az alabbi sorozatok:

(a,), ahol a, =(-2)" +2";
(b,), ahol b, =|n—23|—|n-10|;

(c,), ahol ¢, = [sin(g : n] + cos(g : nnz :

Vizsgalja meg mindharom sorozat korlatossag és monotonitas
szempontjabol! Valaszoljon mindharom esetben, hogy a sorozat korlatos
vagy nem, illetve monoton vagy nem! (Valaszat indokolja!) Korlatos
esetben adjon meg egy alsd és egy fels6 korlatot! (16 pont)
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Megoldas:

S)

{a,}, ahol a, =(-2)" +2";

Ha n paros, akkor a, =2" +2" =2.2" (1 pont)
Ha n paratlan, akkor a, =-2"+2" =0 (1 pont)
Az {an} sorozat tehat nem korlatos, nem monoton (1 pont)

A {b,} sorozatot 3 intervallumon kell vizsgalni

n<10; 10<n<23; 23<n (1 pont)
{b,}, ahol b, =|n—-23|-|n-10|

Az abszolutérték értelmezése alapjan,

Ha n <10, akkor b, =(23-n)—(10-n)=13 (1 pont)
Ha 10 <n <23, akkor b, =(23-n)-(n-10)=-2n+33 (1 pont)
Ezen a tartomanyon -13<b, <13 (1 pont)
Ha 23 <n, akkor b, =(n-23)-(n-10)=-13 (1 pont)
A {b,} sorozat tehat korlatos és monoton csékkené, alsé korlatja: —13,
fels6 korlatja: 13 (1 pont)

(e.1, ahol ¢, - (Sm(g.n}ws(g.n)f

Hasznaljuk az a:g-n jelolest! Ekkor a neégyzetre emelés, Pitagoraszi

Osszefliggés és a kétszeres szodgfliggvény képletének alkalmazasaval:
c, =(sina+cosa)’ =sin®a+2-sina-cos o+ cos?a = 1+sin2a (2 pont)

Visszairva o eredeti jelentését kapjuk, hogy c¢,=1+sin(n-n)=1, mivel

sin(n-n) értéke minden n egész esetén 0 (1 pont)
A {c,} sorozat monoton, (1 pont)
és korlatos (1 pont)
Alsé korlatja 1 (1 pont)
fels6 korlatja is 1 (1 pont)

Osszesen: 16 pont
Egy bank a ,Gondoskodas” mnevii megtakaritasi formajat ajanlja
ujsziilottek csaladjanak. A megtakaritasra vallalkozo csaladok a gyermek
sziiletését koveto év els6 banki napjan szamlat nyithatnak 100000 forint
osszeggel. Minden kovetkezo év els6 banki napjan szintén 100000
forintot kell befizetniiik a szamlara. Az utolso befizetés annak az évnek
az els6 napjan torténhet, amely évben a gyermekiik betolti 18. életévét.
A bank év végén a szamlan lévo osszeg utan évi 8%-os kamatot ad, amit
a kovetkezo év els6 banki napjan ir jova. A gyermek a 18. sziiletésnapjat
koveto év els6 banki napjan férhet hozza a szamlahoz.
a) Mekkora Osszeg van ekkor a szamlan? A valaszat egész forintra
kerekitse! (8 pont)
A gyermek a 18. sziiletésnapjat koveto év els6 banki napjan felveheti a
szamlajan 1évo teljes Osszeget. Ha nem veszi, valaszthatja a kovetkezo
lehetoséget is:
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Hat éven keresztiil minden év els6 banki napjan azonos Osszeget vehet
fel. Az els6 részletet a 18. sziiletésnapjat koveto év els6 banki napjan
veheti fel. A hatodik pénzfelvétellel a szamla kiiiriil. Ha ezt a lehetoséget
valasztja, akkor a bank -az els6 pénzfelvételtol szamitva- minden év
végén a szamlan lévo Osszeg utan évi 5%-os kamatot garantal, amit a
kovetkezo év els6 banki napjan jovair.

b) Ebben az esetben mekkora oOsszeget vehet fel alkalmanként? A

valaszat egész forintra kerekitse! (8 pont)
Megoldas:
a) A szamlanyitas 6sszege: a, =100000. A koévetkez6é év elsé banki napjan a
szamlan lév6 pénz a, =q, -1,08 + q, =208000 (1 pont)
A kovetkezé év els6 banki napjan a szamlan 1évé pénz:
a,=a,-1,08+a, =a,-(1,08” +1,08 +1) = 324640 (1 pont)
Osszesen 18 alkalommal fizettek be a szamlara, igy az utolsé befizetéskor a
szamlan 1évo 6sszeg: a;; = q, '(1,0817 +1,08"° +...+1,08 + 1) (2 pont)
Ez az Osszeg még egy évig kamatozik, igy a szamlahoz valo hozzaférés
idépontjaban a szamlan 1évé 6sszeg c = q, (1,0818 +1,08" +...+ 1,08) (1 pont)
A zardjelben lévé Osszeg egy meértani sorozat elsé 18 tagjanak Osszege. A
sorozat els6 tagja 1,08 és a hanyadosa is 1,08. (1 pont)
18
c=a1-1,08~Mz4044626 (1 pont)
1,08 -1
A szamlan 1évé 6sszeg kerekitve 4044 626 Ft. (1 pont)
b) Az induld téke ¢ =4044626 Ft
Jeldlje y az évenként felvehetdé Osszeget. Az elsé kivét utan a szamlan lévéo
pénz b, =c-y (1 pont)
A masodik kivét utan a szamlan 1évé pénz:
b,=b-1,05-y=c-1,05-y(1,05+1) (1 pont)
A harmadik kivét utan a szamlan 1évé pénz:
b, =b,-1,05-y =c-1,05° - y(1,05” +1,05 +1) (1 pont)
be =bs-1,05-y =c-1,05° - y(1,05° +...+1,05+1) (1 pont)
Ugyanekkor a szamla kiturul: b, =0 (1 pont)
A zardjelben lévé Osszeg egy meértani sorozat elsé 6 tagjanak Osszege. A
sorozat els6 tagja 1 és a hanyadosa 1,05 (1 pont)
. 1,05°
I =c-———— 1 pont
gy 1.05° 1 (1 pont)
1,05-1
Az alkalmanként felvehet6 6sszeg kerekitve 758916 Ft. (1 pont)
Osszesen: 16 pont
6) Az (a,) mértani és (b,) szimtani sorozatnak is 1 az elsé tagja, és

mindkét orozat hatodik tagja (-1).

a) Sorolja fel mindkét sorozat els6 6t tagjat! (4 pont)
b) Milyen pozitiv egész n-ekre lesz a két sorozat els6 n tagjanak osszege
ugyanakkora? (9 pont)
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Megoldas:

a)

b)

7)

Felirva a hatodik elemeket az els6é elem és a kvociens (g), illetve a differencia

(d) segitségével kapjuk, hogy g =-1. (1 pont)
2
d=-=2 1 pont
S (1 pont)
A meértani sorozat els6 6t eleme: 1;-1;1;-1;1 (1 pont)
A szamtani sorozat elsé 6t eleme: 1; 3. 1 —1 _3 (1 pont)
5’5’ 5° 5

A meértani sorozat elsé n tagjanak 6sszege:

1-(-1)" [0, ha n paros
S =1.—V " _ ) (2 pont)
1-(-1) (1, ha n paratlan
A szamtani sorozat n-edik tagja: b, =1- %(n -1) (1 pont)
2-2(n-1)
A szamtani sorozat els6 n tagjanak Osszege: s, = ST ‘n, azaz
S,==—n-—n 1 pont
T g (1 pont)
s, =0, azaz a gn - é n’=0 egyenletnek pontosan egy pozitiv egész
megoldasa van, az n=6 (2 pont)

s, =1, tehat gn —énz =1, azaz n®>-6n+5=0 egyenlet megoldasai n=1 és

n=>5. (2 pont)
Tehat a két sorozat els6 1, vagy els6 5, vagy els6 6 tagjanak oOsszege
ugyanakkora (1 pont)

Osszesen: 13 pont

Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak osszege 91. A hatodik, hetedik
és a nyolcadik tag Osszege 2912. Hany tizenharom-jegyu tagja van a
sorozatnak? (13 pont)

Megoldas:

Legyen a sorozat elsd tagja a, hanyadosa q.

a+aq+aq® =91 (1 pont)
aq’ +aq® +aq’ =2912 (1 pont)
qs(a+aq+aq2):2912 (1 pont)

° :%(: 32) (1 pont)
Ebbél g=2 (1 pont)
Visszahelyettesitve az elsé egyenletbe: 7a =91, ahonnan a =13, ezek szerint
a mértani sorozat: a=13,g=2,a, =13-2"" (1 pont)
A kérdés: hany n-re igaz, hogy 10> <13.2""' <10" (2 pont)
Az 1g x figgvényszigori monoton nd (1 pont)
12<1g13+(n-1)lg2<13 (1 pont)
37,16 <n <40,48 (1 pont)
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Ennek egész megoldasa a 38, a 39 és a 40. (1 pont)
A sorozat 3 tagja 13 jegyu . (1 pont)
Osszesen: 13 pont

8) A foiskolasok muveltségi vetélkeddje a kovetkez6 eredménnyel zarult. A
versenyen indulé négy csapatbol a gyoztes csapat pontszama %-szorosa
a masodik helyen végzett csapat pontszamanak. A negyedik, harmadik
és masodik helyezett pontjainak szama egy mértani sorozat harom
egymast koveto tagja, és a negyedik helyezettnek 25 pontja van. A négy
csapat kozott kiosztott pontszamok osszege 139.

a) Hatarozza meg az egyes csapatok altal elért pontszamot! (8 pont)

Mind a négy csapatnak ot-ot tagja van. A vetélkedo utan az indulo

csapatok tagjai k6zott harom egyforma értékii konyvutalvanyt sorsolnak

ki (mindenki legfeljebb egy utalvanyt nyerhet).

b) Mekkora a valdoszinisége annak, hogy az utalvinyokat harom olyan
foiskolas nyeri, akik mindharman mas-mas csapat tagjai? (5 pont)

Megoldas:

a) masodik helyezett x, az elsé %x pontot ért el. (1 pont)
A masodik x, a negyedik 25 pontot ért el, igy a mértani sorozat miatt a
harmadik helyezett pontszama +/25x . (1 pont)
A szdveg szerint: %x +x+4/25x +25=139 (1 pont)

2
Rendezve +/x -re masodfoku: 7(\/;) +15/x-342=0 (1 pont)

Két gyoke Jx =6és Jx = —g , €ebbdl a negativ gyok nem lehetséges (1 pont)

igy x =36 (1 pont)
Tehat a 2. helyezett pontszama 36, a harmadiké 30, az els6 helyezetté
pedig 48. (1 pont)
Ellenérzés... (1 pont)

Alternativ megoldas:

a)

b)

(Legyen g a mértani sorozat hanyadosa.) A negyedik helyezett 25, a harmadik

25q, a masodik 25qg® pontot ért el. (1 pont)
) .4 ) 100g>
Az els6 helyezett pontszama 3 25q° +75q = (1 pont)
2
Széveg szerint 1ogq +25g° +25g +25=139 (1 pont)
Rendezés utan: 175g° +75g—-342=0 (1 pont)
6 57
Két megoldasa: g=— és g=—— 1 pont
g q=g s d=—-¢ (1 pont)
Ebbdl az utobbi nem felel meg a szévegnek (1 pont)
tehat a harmadik helyezett pontszama 30, masodiké 36, az elso
helyezetté pedig 48. (1 pont)
Ellenérzeés... (1 pont)

Lasd: Valészintiségszamitas 15. feladat
Osszesen: 13 pont
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9) Két egyenes hasabot épitiink, Hi-et és H>t. Az

épitéshez hasznalt négyzetes oszlopok (négyzet alapu ]
egyenes hasabok) egybevagok, magassaguk kétszer .;-—'”—':.
akkora, mint az alapéliik. A H; hasab épitésekor a | .
szomszédos négyzetes oszlopokat az oldallapjukkal | 1:: '
illesztjiik 6ssze, a H> hasab épitésekor pedig a négyzet | |
alaplapjukkal- az abra szerint. i
a) A H; és H; egyenes hasabok felszinének hanyadosa
— % - 0,8. Hany négyzetes oszlopot haszniltunk az H‘_#_F
H,
egyes hasabok épitéséhez, ha Hi-et és H:-t ugyanannyi négyzetes
oszlopbol épitettiik fel? (8 pont)
b) Igazolja, hogy {in 1?}(n € N*) sorozat szigori monoton csokkeno és
n
korlatos! (8 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Térgeometria 11. feladat
3n+5)(4n+1
‘b) an+1 — ( n )( n ) — (1 pont)
a, (4n+5)(3n+2)
12n*> +23n+5 5
3 =1- 5 (1 pont)
12n° +23n+10 12n* +23n+10
A fenti hanyados minden pozitiv egész n esetén 1-nél kisebb (1 pont)
a sorozat minden tagja pozitiv (1 pont)
ezért a sorozat szigoru monoton csékkend (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy a sorozat feltilrél korlatos (1 pont)
Mivel a sorozat minden tagja pozitiv, igy alulrol is korlatos (1 pont)
tehat a sorozat korlatos (1 pont)

Osszesen 16 pont

10)a) Egy derékszogii haromszog oldalhosszai egy szamtani sorozat

egymast koveté tagjai, a legrovidebb oldala 4 egység hosszi.
Szamitsa ki a haromszog masik két oldalanak hosszat! (5 pont)
b) Egy haromszog oldalhosszai egy szamtani sorozat egymast kovetd
tagjai, a legrovidebb oldala 4 egység hosszu. Tudjuk, hogy a
haromszog nem szabalyos. Igazolja, hogy a haromszognek nincs

60’ -os szoge! (11 pont)
Megoldas:

a) Ha d a szamtani sorozat differenciaja, akkor a haromszodg oldalhosszai 4

(4+d), (4+2d) (és 0<d) (1 pont)

A haromszog derékszogu, igy 4% +(4+d)” = (4+2d)’ (1 pont)

Négyzetre emelve, rendezve: 3d”> +8d-16=0 (1 pont)

A gyokok d, = -4 és d, :% (1 pont)

A negativ gy0k nem megoldas, a haromszég oldalai tehat 4, %, ? egység

hosszuak (1 pont)
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b) Indirekt moédon bizonyitunk. Tegyik fel, hogy van 60°-os szbge a

haromszoégnek. (1 pont)
Mivel az oldalak paronként kuilénb6zd hosszusaguak, és a nagyobb oldallal
szemben nagyobb szdg van, (1 pont)
ezért ha van 60°-os szoge, akkor az a 4 +d hosszusagu oldallal szemben van
(2 pont)
Erre az oldalra felirva a koszinusztételt:
(4+d)2:42+(4+2d)2—2-4-(4+2d)-cos60° (2 pont)
Ebbdl 16+8d +d> =16+ 8d +4d’ (1 pont)
Ebbél d® =0, tehat d=0 (1 pont)
Ez viszont ellentmond annak, hogy a haromszég nem szabalyos (2 pont)
Az eredeti feltételezésiink tehat hamis, azaz a haromszognek valoban
nincs 60’ -os szoge. (1 pont)

Osszesen 16 pont

11) Egy novekvo szamtani sorozat els6 harom tagjanak Oosszege 60. Az elso
tagot 64-gyel novelve, a masik két tagot valtozatlanul hagyva, egy
mértani sorozat els6 harom tagjahoz jutunk. Mennyi a két sorozat elso6

harom tagja? (13 pont)
Megoldas:

Ha a szamtani sorozat masodik tagja a, és differencidja d, akkor

a,-d+a,+a,+d=60 2 pont)

ahonnan a, =20 1 pont)

A mértani sorozat els6 harom tagja: 84 —d; 20; 20 +d 1 pont)

(
(
(
A mértani kézép miatt (84 —d)(20+d) =400 (2 pont)
(
(
(

Rendezve az egyenletet d* —64d—-1280=0 2 pont)
Innen d, =-16 vagy d, =80 2 pont)
d, = -16 nem megoldas, mert a szamtani sorozat névekvé. 1 pont)
d, =80 esetén a szamtani sorozat els6 harom tagja -60;20;100, ami
valoban megoldas (1 pont)
Ekkor a mértani sorozat 4; 20; 100 (1 pont)

Osszesen: 13 pont

12) Péter nagypapaja minden évben félretett némi pénzosszeget egy
perselybe unokaja szamara. 5000 Ft-tal kezdte a takarékoskodast 1996.
januar 1-jén. Ezutan minden év els6 napjan hozzatett az addig
osszegyult osszeghez, mégpedig az el6z6 évben félretettnél 1000 Ft-tal
tobbet. 2004. januar 1-jén a nagypapa bele tette a perselybe a megfelelo
osszeget, majd ugy dontott, hogy a perselyt most unokajanak most adja
at.

a) Mekkora Osszeget kapott Péter? (S pont)
b) Péter nagypapaja ajandékabol vett néhany aprosagot, de elhatarozta,
hogy a kapott Osszeg mnagyobb részét 2005. januar 1-jén
bankszamlara teszi. Be is tett 60000 Ft-ot évi 4%-os kamatos
kamatra (a kamatok minden évben, év végén hozzaadodnak a
tokéhez). Legalabb hany évig kell Péternek varnia, hogy a szamlajan
legalabb 100000 Ft legyen ugy, hogy kozben nem fizet be erre a
szamlara? (9 pont)
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Megoldas:

a)

b)

A nagypapa kilenc alkalommal tett pénzt a perselybe. A Péter altal kapott
Osszeg egy olyan szamtani sorozat elsé kilenc elemének Osszege, amelynek
elsé eleme 5000, differenciaja 1000. (2 pont)

A kérdéses Gsszeg: %(2 -5000 +(9 -1)-1000) = 81000

Péter 81000 Ft-ot kapott (3 pont)

t, =60000,t =t,-1,04" =60000-1,04", ahol neZ" (2 pont)

A feltétel szerint 60000 -1,04" >100000 (2 pont)

Osszuk mindkét oldalt 60000-rel, majd vegyik mindkét oldal 10-es alapu

logaritmusat: 1g1,04" > lgg (3 pont)
lg§

Innen n > ol ?64 ~13,024 >13, ami azt jelenti, hogy 14 évet kell varnia
gl

Péternek (2 pont)

Osszesen: 14 pont

13) A Robotvezérelt Elektromos Kisauték Nemzetko6zi Versenyén a

versenyz0k akkumulatorral hajtott modellekkel indulnak. A magyar
versenyauto az els6 oraban 45 kilométert tesz meg. Az akkumulator
teljesitményének csokkenése miatt az auté a masodik 6raban kevesebb
utat tesz meg, mint az els6 6raban, a harmadik 6raban kevesebbet, mint
a masodikban, és igy tovabb: az indulas utani n-edik 6raban megtett tutja
mindig 95,5%-a az (n—1)-edik éraban megtett utjanak (neN és n>1).

a) Hany kilométert tesz meg a 10. 6raban a magyarok versenyautéja?
Valaszat egész kilométerre kerekitve adja meg! (4 pont)
A versenyen tobb kategoriaban lehet indulni. Az egyik kategoria
versenyszabalyai lehetové teszik az akkumulatorcserét verseny kozben
is. A magyar csapat mérnokei kiszamitottak, hogy abban az 6raban még
nem érdemes akkumulatort cserélni, amelyikben az auto legalabb 20 km-
t megtesz.
b) Az indulastol szamitva legkorabban hanyadik o6raban érdemes
akkumulatort cserélni? (6 pont)
A ,Végkimeriilés” kategoriaban a résztvevok azon versenyeznek, hogy
akkumulatorcsere és feltoltés nélkiil mekkora utat tudnak megtenni az
autok. A vilagrekordot egy japan csapat jarmuve tartja 1100 km-rel.
c) Képes-e megdonteni a magyar versenyautdo a vilagrekordot a

»Végkimeriilés” kategoriaban? (6 pont)

Megoldas:

a) Egy ora alatt megtett uthosszak km-ben mérve egy olyan meértani soroz
egymast kovetd tagjai, (1 pont)
amelynek elsé tagja 45, hanyadosa pedig 0,955 (1 pont)
Qo =, — q° =29,733 (1 pont)
A magyar auto 10. oraban megtett titja kb 30 km (1 pont)

b) Addig nem érdemes akkumulatort cserélni, amig
45-0,955"" > 20 teljesiil (neN és n>1) (1 pont)
Mivel a tizes alapu logaritmus fliggvény szigora monoton né, ezért (1 pont)
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(n-1)1g0,955 Zlg% (1 pont)
120,955 > 0, ebbdl adodik, hogy (1 pont)
20
lg=——
n£—45+1z18,61 (1 pont)
120,955
Legkorabban a 19. éraban érdemes akkumulatort cserélni. (1 pont)
Ha a verseny kezdetétdl eltelt egész orak szama n, akkor ennyi id6é alatt a

magyar auto altal megtett it a mértani sorozat elsé n tagjanak 6sszege(1 pont)

45.(0,955n —1)

S, = >1100 (1 pont)
0,955-1
Megoldands a 1> (2% 1) 1100 egyenlétl 1
egoldando a > egyenlotlensé ont
g 09551 gy g (1 pont)
Rendezve a 0,955" < -0,1 egyenlétlenséget kapjuk (1 pont)
Ennek nincsen megoldasa (1 pont)
Tehat a vilagrekordot nem dontheti meg a magyar auto (1 pont)

Osszesen: 16 pont

14)a) Egy bank olyan hitelkonstrukci6ot ajanl, amelyben napi kamatlabat

b)

szamolnak ugy, hogy az adott hitelre megallapitott éves kamatlabat
365-tel elosztjak. Egy adott évben a hitelfelvételt kovetéen minden
napra kiszamoljak a napi kamat értékét, majd ezeket december 31-
én Osszeadjak, és csak ekkor tokésitik (azaz a felvett hitel értékéhez
adjak). Ez a bank egy adott évben évi 8%-os kamatlabat allapitott
meg. Eva abban az évben a marcius 1-jén felvett 40 000 Ft utan
oktober 1-jén ujabb 40 000 Ft hitelt vett fel. A két kolcson felvétele
utan mennyi kamatot tokésit a bank december 31-én? (A
hitelfelvétel napjan és az év utolsé napjan is szamitanak napi
kamatot.) (5 pont)
Adam is vett fel hiteleket ettél a banktél évi 8%-os kamatos kamatra.
Az egyik év januar 1-jén éppen 1 000 000 Ft tartozasa volt. Tobb
hitelt nem vett fel, és attol kezdve 10 éven keresztiil minden év
végén Dbefizette az azonos Osszegi torlesztorészletet. (A
torlesztorészlet osszegét a bank mar az éves kamattal megnovelt
tartozasbél vonja le.) Mekkora volt ez a torlesztérészlet, ha Adam a
10 befizetés utan teljesen visszafizette a felvett hitelt? Valaszat ezer
forintra kerekitve adja meg! (9 pont)

Megoldas:
A marcius 1-jén felvett hitel 365-31-28 = 306 napig,

Az oktober 1-jén felvett hitel pedig 31+ 30+ 31 =92 napig kamatozik (1 pont)

a)

8
A napi kamatlab % 1 pont
p 365 " (1 pont)
Az elsé hitel kamata 40000 - __8 306 ~ 2683 Ft (1 pont)
365-100
A masodik hitel kamata pedig 40000 - __8 92 ~ 807 Ft (1 pont)
365-100
Osszesen 3490 Ft kamatot tékésit a bank december 31-én (1 pont)
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b) Ha x Ft volt az évi torlesztérészlet, akkor
(((1000000-1,08 - x)-1,08 - x)...)-1,08 = x = 0

Rendezve 1000000 -1,08'° — x- (1,089 +1,08% +...+ 1) -0

A zargjelben egy mértani sorozat elsé 10 tagjanak 6sszege van
1,08 -1

0= ————~ 14,487
1,08 -1
1000000 -1,08"

SlO

Az egyenletbdl x =

x =149025
Tehat ezresekre kerekitve 149000 az éves torlesztorészlet

(2 pont)
(2 pont)
(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

Osszesen: 14 pont
15) Egy 1 méter oldali négyzetbe egy masodik négyzetet rajzoltunk ugy,
hogy a belsonégyzet minden csiicsa illeszkedjen a kiils6 négyzet egy-egy

oldalara. A belso és a kiils6 négyzet oldalainak aranya 5:7.

a) Milyen aranyban osztja két részre a bels6 négyzet csiicsa a kiilso

négyzet oldalat? Az arany pontos értékét adja meg!

(10 pont)

A bels6 négyzetbe egy ujabb, harmadik négyzetet rajzolunk ugy, hogy a
harmadik és a masodik négyzet oldalainak aranya is 5:7. Ezt az eljarast

aztan gondolatban végtelen sokszor megismételjiik.

b) Mekkora lesz a kapott négyzetek keriileteinek az Osszege, ha a
kiindulasi négyzet keriilete is tagja a (végtelen sok tagi) osszegnek?

Megoldas:
a) Lasd: Sikgeometria 17. feladat

b) Jo abra felrajzolasa (1 pont) S
K, =4 K, = 4-% /RN

minden tovabbi négyzet 5/7 szerese a megel6zének
(1 pont)

(6 pont)

A négyzetek kertiletének 6sszege egy végtelen mértani sor
) ) S
O0sszege, melynek hanyadosa g = N

Mivel |q| <1 ezért a sor konvergens

A végtelen mértani sor 0sszege:

S:K1+K2 +...:K1'L
l1-q
:%:14
1-°2
7

Tehat a négyzetek kertiletének 0sszege 14 méter.

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

Osszesen: 16 pont

16) Az ABCDEF szabalyos hatszogben a rovidebb atlo hossza 5V2.

a) Szamolja ki a hatszog teriiletének pontos értékét!

(6 pont)

- 391 -



2005-20XX Emelt szint

b) Az ABCDEF hatszog oldalfelez6 pontjai altal meghatarozott szabalyos
hatszog teriiletét jelolje t,, a t, teriiletii hatszog oldalfelez6 pontjai

altal meghatarozott szabalyos hatszog teriiletét t,, és igy tovabb,

képezve ezzel a (t,) sorozatot. Szamitsa ki a lim(t +¢,+...+¢,)

hatarértékét! (Pontos értékkel szamoljon!) (10 pont)
Megoldas:

a) Ldasd: Sikgeometria 19. feladat
b) A t tertlett szabalyos hatszog oldala az ABC haromszég AC oldalahoz (mely

az eredeti hatszodg révidebb atléja) tartozo kézépvonala, (1 pont)
hossza aq, = #, (1 pont)

2
t = 6a14;/§ = 754;/5 (1 pont)

A kovetkezd szabalyos hatszog t, tertletét megkaphatjuk példaul ugy, hogy a
t tertilett hatszdg szomszédos oldalfelezé pontjait 6sszek6té szakaszok altal
a hatszogbdl levagott haromszogek tertiletének 6sszegét levonjuk ¢ -bol.

2
a, .
=+ - 120°
( 2 j . 3.75V3( 22543
t,=t -6 = = . (2 pont)
2 16 16

A {t,} sorozat mértani sorozat, (1 pont)
amelynek hanyadosa g = L % . (1 pont)

A kérdéses hatarérték annak a mértani sornak az 6sszege, amelynek elsd

tagja t, = #, hanyadosa pedig g = % (1 pont)

Igy lim(t1+t2+...+tn):1t1 = (1 pont)
n—»w f— q

=753 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

17) Kinga 10. sziiletésnapja o6ta kap havi zsebpénzt a sziileitél. Az elso

osszeget a 10. sziiletésnapjan adtak a sziilok, és minden héonapban 50 Ft-

tal tobbet adnak, mint az azt megel6z6 hoénapban. Egy bizonyos

honapban, amikor éppen 1850 Ft volt a havi zsebpénze, O0sszeadta az

addig kapott Osszes zsebpénzét. Az Osszeg 35100 Ft lett. Mennyi volt
Kinga indul6 zsebpénze, és hany honap telt el a 10. sziiletésnapja 6ta?

(12 pont)

Megoldas:
A havi zsebpénzek értékei egy szamtani sorozat tagja (1 pont)
ahol d =50, a, =1850, S, =35100 (1 pont)
1850 =a, +(n—-1)-50 (1 pont)
azaz a, =1900-50n (1 pont)
Sn:SSOO:a1+a"-n:1900_50n+1850-n (2 pont)

2
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70200 = 3750n — 50n°

rendezve: n® —75n+1404 =0 (2 pont)
Megoldva: n =36 vagy 39 (1 pont)
n = 39 nem megoldas mert akkor a, negativ (1 pont)
Ha n =36, akkor a, =1900-50-36=100 (1 pont)
Kinga indul6 zsebpénze 100 Ft volt, és a 10. sziiletésnapja 6ta 35 honap
telt el. (1 pont)

Osszesen: 12 pont

18) Egy dolgoz6 az év végi prémiumként kapott 1000000 Ft-jat akarja

kamatoztatni a kovetkezo nyarig, hat honapon at. Két kedvezo ajanlatot
kapott. Vagy kéthavi lekotést valaszt kéthavi 1,7%-os kamatra,
kéthavonkénti tokésités mellett, vagy forintot atvaltja eurora, és az
osszeget havi 0,25%-os kamattal koti le hat honapra, havi tokésités
mellett.
a) Mennyi pénze lenne hat honap utan a forintszamlan az els6 esetben?
(Az eredményt Ft-ra kerekitve adja meg!) (3 pont)
b) Ha ekkor éppen 252 forintot ért egy eurd, akkor hany eurét vehetne
fel hat honap miulva a masodik ajanlat valasztasa esetén? (Az
eredményt két tizedesjegyre kerekitve adja meg!) (4 pont)
c) Legalabb hany szazalékkal kellene valtoznia a 252 forint/euré
arfolyamnak a félév alatt, hogy a masodik valasztas legyen
kedvezobb? (Az eredményt két tizedesjegyre kerekitve adja meg!)

(5 pont)

Megoldas:

a) Kéthavonta 1,7 %-kal lesz tébb pénze, ami harom ciklusban 1,017°-es szorzot
jelent. (2 pont)
Hat hénap utan tehat a pénze 1000000-1,017° =1051872 Ft lenne. (1 pont)

b) A megadott arfolyamon 1000000 forintért % =3968,25 eurot kap.

(1 pont)
Ez az 6sszeg hat honap alatt, havi tékésités mellett hatszor kamatozik, tehat
1,0025°-szorosara névekszik. (2 pont)
Hat honap mulva 3968,25-1,0025° ~ 4028,15 eurédja lenne. (1 pont)

c) Legyen 1 eur6o a nyaron x Ft. Ha jobban jar, az azt jelenti, hogy
4028,15x >1051872 (2 pont)
amibdl x >261,13 (1 pont)
Ebbdl az arfolyamarany 20L,13 _ 1,03623, tehat legalabb kb. 3,63%-kal
kellene ndnie a forint/euré arfolyamnak. (2 pont)

Osszesen: 12 pont

19) Andras edzoétaborban késziil egy uszoversenyre, 20 napon at. Azt

tervezte, naponta 10000 métert uszik. De az els6 napon a tervezettnél
10%-kal tobbet, a masodik napon pedig az el6z6 napinal 10%-kal
kevesebbet teljesitett. A 3. napon ismét 10%-kal novelte el6zé napi
adagjat, a 4. napon 10%-kal kevesebbet edzett, mint az el6z6 napon és
igy folytatta, paratlan sorszamiu napon 10%-kal tobbet, paroson 10%-kal
kevesebbet teljesitett, mint a megel6z6 napon.

a) Hany métert uszott le Andras a 6. napon? (4 pont)
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b) Hany métert Gszott le 6sszesen a 20 nap alatt? (6 pont)
c) Az edzotaborozas 20 napjabol véletlenszerien kivalasztunk két
szomszédos napot. Mekkora a valdszinisége, hogy Andras e két
napon egyiittesen legalabb 20000 métert teljesitett? (6 pont)

Megoldas:
a) Jeldlje a, az n-edik napon leuszott hosszat, méterben mérve.
a, =10000-1,1=11000

1 pont
a, =a,-0,9 =10000-1,1-0,9 = 9900 (1 pont)
a, =a,-1,1=10000-1,1%-0,9 = 10890

(1 pont)
a, =a,-0,9=10000-1,1%-0,9? = 9801
a; =a,-1,1=10000-1,1°-0,9% ~ 10781

(1 pont)

a, =a-0,9=10000-1,1°-0,9° ~ 9703

A hatodik napon tehat kb. 9703 métert tiszott (1 pont)
b) A paratlan és paros sorszamu napokon leuiszott hosszak is egy-egy meértani

sorozat elsé 10 tagjat alkotjak. A paratlan sorszamuaknak az el6 tagja 11000,

hanyadosa 0,99, a paros sorszamuak elsé tagja 9900, hanyadosa 0,99.

(1 pont)
A paratlan sorszamu napokon:
S,y=a +a;+...+a,,=11000+11000-0,99 +...+1 1000-0,99° = (1 pont)
_ 10
zllOOO-ﬂz105179,7 (1 pont)
A paros sorszamu napokon:
S,e =0, +a, +...+a, =9900+9900-0,99 +...+ 9900 - 0,99° = (1 pont)
_ 10
=9900- 120,99 ~ 94661,7 (1 pont)
1-0,99
Az els6 husz napon kb. 199841 métert tiszott 6sszesen (1 pont)

c) Ldsd: Valészintségszamitas 54. feladat
Osszesen: 16 pont

20) Egy novekvo szamtani sorozat els6 harom tagjabol allo adathalmaz
szorasnégyzete 6.
a) Igazolja, hogy a sorozat differenciiaja 3-mal egyenld! (4 pont)
Andras, Barbara, Cili, Dezs6 és Edit rokonok. Cili 3 évvel idosebb
Barbaranal, Dezs6 6 évvel fiatalabb Barbaranal, Edit pedig 9 évvel
idésebb Cilinél. Dezs6, Barbara és Edit életkora (ebben a sorrendben) egy
mértani sorozat harom egymast kovetdé tagja, Andras, Barbara és Cili
életkora (ebben a sorrendben) egy szamtani sorozat harom szomszédos
tagja.
b) Hany éves Andras? (6 pont)
Andras, Barbara, Cili, Dezso, Edit és Feri moziba mennek.
c) Hanyféleképpen foglalhatnak helyet hat egymas melletti széken ugy,

hogy a harom lany ne harom egymas melletti széken iiljon? (6 pont)

Megoldas:

a) Ha a sorozat masodik tagjat ax-nek jeldljuk, akkor az elsé harom tag atlaga is
a. (1 pont)
Ha a szamtani sorozat differenciajat d-nek jeldljik, akkor a szorasnégyzet:
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(ay—d-a,)’ +0%+(a, +d-a,)’
3

Innen adédik, hogy d? =9, (1 pont)

azaz, mivel a sorozatunk névekedé d = 3. Ezzel az allitast belattuk. (1 pont)

b) Ldasd: Széveges feladatok 32. feladat
c) Ldasd: Kombinatorika 29. feladat

=6. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

21) Allitsuk a pozitiv egész szamokat novekvé sorrendbe, majd bontsuk
rendre 1-gyel novekvo elemszamu csoportokra, az alabbi médon kezdve:

(1),(2;3),(4;5;6),(7;8;9;10),...
a) A 100-adik csoportnak melyik szam az els6 eleme? (S pont)
b) Az 1851 hanyadik csoport hanyadik eleme? (9 pont)

Megoldas:
a) A csoportokban 1évé szamok szamat megadoé sorozat: 1;2;3;4;...;n;...

A 99-edik csoportban 1évé utols6 szam: 1+2+3+4+...+99 (2 pont)

amely 1+99 -99 =4950 (2 pont)

Tehat a 100. csoport elsé eleme 4951 (1 pont)
b) Ha az 1851 az n+1-edik csoportban van, akkor

1N 1851« w(n +1), ahol n pozitiv egész (3 pont)

Tehat azt a pozitiv egész n-t keresstik, amelyre n’+n-3702<0 és

n®+3n-3700>0 (1 pont)

Az els6 egyenldtlenség pozitiv egész megoldasai a 60-nal nem nagyobb pozitiv

egész szamok (1 pont)

A masodik egyenlétlenség pozitiv megoldasai a 60-nal nem kisebb pozitiv

egész szamok (1 pont)

Az egyenletrendszernek egyetlen egész megoldasa van, a 60 (1 pont)
1+60

A 60-adik csoport utolso eleme

.60 =1830 (1 pont)

A 61. csoport elsé eleme 1831. Mivel ennek a csoportnak 61 eleme van, igy

ennek eleme az 1851 is, mégpedig a 21-edik eleme.

Tehat az 1851 a 61. csoport 21. eleme. (1 pont)
Osszesen: 14 pont

22) Eva egy 7 x 7 -es tablazat bal fels6 mez6jétél kezdve,
balrol jobbra haladva, sorrol sorra beirta egy
szamtani sorozat els6 49 tagjat ugy, hogy a tagok
sorrendjét nem valtoztatta meg. (A sorozat 1. tagja
a bal fels6 sarokba keriilt, a 8. tag a masodik sor
els6 mezdjébe, a 49. tag pedig a jobb alsé sarokban | | | | |1l
all.)

a) Mennyi a tablazatba irt 49 szim o6sszege, ha Eva
a harmadik sor harmadik mezdjébe 91-et, az
otodik sor 6todik mezdjébe pedig a 11-et irta? (S pont)

Péter a tablazat minden sorabodl kivalasztja a szamtani sorozat egy-egy

tagjat agy, hogy a hét kivalasztott szam koziil semelyik ketto ne legyen

egy oszlopban.

91
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b) Igazolja, hogy akarhogyan is valasztja ki Péter igy a szamokat, a hét

szam osszege minden esetben ugyanannyi lesz! (6 pont)
c) Hatarozza meg annak a valosziniuségét, hogy a 91 és a 11 is a Péter
altal kivalasztott szamok kozott lesz! (S pont)

Megoldas:

a) a,=91¢és aq,; =11 (1 pont)
Ebbdl d = -5, (1 pont)
majd a, =171. (1 pont)

2-171+(49-1)-(-5)|-49
49:[ ( 5 )( )] — (1 pont)
= 2499 (1 pont)

b) Adjuk 6ssze a sorozat féatloban allo tagjait! (Ezek 6sszege 357.) (1 pont)
Ha a tablazat két kivalasztott soraban felcseréljuk, hogy melyik sorban melyik
oszlopbol valasztottuk ki a sorozat tagjat, (1 pont)
akkor (ha az érintett oszlop sorszama ko6zott k a kulonbség) az egyik
oszlopban k-d -vel né, a masik oszlopban k-d -vel csékken a kivalasztott tag
értéke. (2 pont)
Tehat a sorozat hét kivalasztott tagjanak Osszege a két tag cseréje utan
ugyanannyi marad, mint amennyi a csere el6tt volt. (1 pont)
Mivel a sorozat foatloban allo tagjaibol kiindulva, két-két tag
cserélgetésével barmelyik kivalasztott szamheteshez eljuthatunk, a
tagok oOsszege barmely hét tag (leirtak szerinti) kivalasztasa esetén
ugyanannyi (357). (1 pont)

¢) Lasd: Valészintiségszamitas 32. feladat

Osszesen: 16 pont

23) Egy pénzintézet a téle felvett H forint Osszegii hitel visszafizetésekor

havi p%-os kamattal szamol (p>0), ezért az adbés havi

"(g-1

torlesztorészletét a t =H- %1) képlettel szamitja ki (minden
q [—

honapban ekkora Osszeget kell visszafizetni). A képletben g=1+ %, az

n pedig azt jelenti, hogy oOsszesen hany honapig fizetjiik a
torlesztorészletet (ez a hitel futamideje).
a) Fogyasztasi cikkek vasarlasara 1,6 millio forint hitelt vettiink fel a

pénzintézettdl; a havi kamat 2%. Osszesen hany forintot fizetiink
vissza, ha 72 honap alatt torlesztjiik a felvett hitelt?

Valaszat ezer forintra kerekitve adja meg! (4 pont)
b) Legkevesebb hany honapos futamiddre vehetiink fel egy 2 millié

forintos hitelt, ha legfeljebb 60 ezer forintot tudunk havonta

torleszteni, és a havi kamat 2%-o0s? (8 pont)
c) Szamitsa ki a lim ¢, hatarértékét, ha q=1,02 és H =2000000
(4 pont)
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Megoldas:

a)

b)

A havi torlesztés 6sszege (Ft-ban):

1,02".0,02
b = 1O T
A 72 honap alatt 6sszesen 72-t,, ~ 3032856 forintot fizetlink vissza,

~42123. (2 pont)

(1 pont)
ami ezer forintra kerekitve 3 033 000 Ft. (1 pont)
Azt a legkisebb n  pozitiv egész szamot keressiik, amelyre
2.100. 192002 54600 (2 pont)

1,02" -1
Mivel 1,02" 1> 0, ezért 0,02-1,02" < 0,03-(1,02" —1). (1 pont)
3<1,02" (1 pont)
Az 1,02 alapu logaritmusfiiggvény szigorian monoton néveked?. (1 pont)
ezért n > log, ;, 3. (1 pont)
A logaritmus azonossagat hasznalva: n > n 1§1g ?())2 ~ 55,48 (1 pont)
gL
Tehat a torlesztérészletek szama legalabb 56 azaz legalabb 56 honapos
futamidét kell valasztanunk. (1 pont)
A megadott szamokkal t, = H-(g—1)- 9" _ 40000292 _ (1 pont)
q' -1 1,02" -1
Egyszerusités utan: t, = 40000 - 1 1 (1 pont)
- 1,02"
Mivel lim =lim 1 =0, (1 pont)
noe1,02"  noe| 1,02
ezért limt, = 40000 - ﬁ =40 000. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

24) Egy olajkut meghibasodasa miatt a tenger feliilletén osszefiiggd olajfolt

keletkezett. A szakemberek miiholdak segitségével 15 percenként
megmérték a folyamatosan noévekvo olajfolt teriiletét, és 1ugy
tapasztaltak, hogy az minden alkalommal 2%-kal nagyobb, mint az el6z6
érték volt.
a) Ha az els6 megfigyeléskor 400 m?2 volt az olajfolt kiterjedése, akkor
mekkora lesz a teriilete egy nap milva? (4 pont)
A sériilt olajkutat végiil sikeriilt elzarni, igy az olajfolt teriiletének
novekedése megallt. Ekkor kezdték meg az olajszennyezés eltavolitasat.
A kornyezetvédelmi hatésag a 12 400 m?2 teriileti olajfolt
megsziintetésére 31 napos hataridot szabott meg. Az els6 napon még
csak 130 m2-rél sikeriilt eltavolitani az olajfoltot (igy a teriilete 12 270
m? lett), de a teljesitményt novelni tudtak: az egy nap alatt megtisztitott
teriilet mérete minden nap ugyanakkora értékkel nott.
b) Mekkora ez a napi novekedés, ha pontosan az eldéirt hataridore
sikeriilt a 12 400 m2-es olajfolt teljes eltavolitasa? (6 pont)
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Megoldas:
a) Oranként 4, egy nap alatt tehat (24-4 =) 96 alkalommal torténik meg a 2%-

os noévekedés. (1 pont)
Az olajfolt tertilete 15 perc alatt 1,02-szorosara né, (1 pont)
tehat egy nap mulva 400 -1,02% ~ (1 pont)
~ 2677 m?2 lett. (1 pont)

b) A naponta eltavolitott olajfolttertiletek (m2-ben meérve) egy olyan szamtani
sorozat szomszédos tagjai, amelynek elsé tagja 130, az elsé 31 tagjanak

Osszege pedig 12 400 (2 pont)
260+30d)-31
A napi névekedés legyen d (m2). Ekkor szérasa ( * 5 ) =12400.
(1 pont)
Ebbél d = 18 (m?). (1 pont)
A napi névekedés tehat 18 m?2 volt. (1 pont)
Ellendrzés... (1 pont)

Osszesen 10 pont

25)a) Egy szamtani sorozat differenciaja 1,6. A sorozat els6, harmadik és
hetedik tagjat (az adott sorrendben) tekinthetjiik egy mértani sorozat
els6 harom tagjanak is. Hatarozza meg ezt a harom szamot! (6 pont)

Tekintsiik a kovetkezé allitast: Ha az {a,| szdmsorozat konvergens,

akkor az {a,} sorozat értékkészlete véges szamhalmaz. (Véges halmaz:

elemeinek szama megadhat6 egy természetes szammal.)
b) Dontse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!(3 pont)
c) Fogalmazza meg az allitas megforditasat, és dontse el a megforditott

allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja! (4 pont)
Megoldas:

a) Ha a szamtani sorozat els6 tagja a, akkor a 3. tagja a + 3,2. A 7. tag a + 9,6.

(1 pont)

A meértani sorozat tulajdonsaga miatt (a + 3,2)2 =a(a+9,6). (1 pont)

a’+6,4a+10,24 =a’ +9,6a (1 pont)

3,2a=10,24=a = 3,2 (1 pont)

A harom szam: 3,2; 6,4; 12,8. (1 pont)

Ellenérzeés... (1 pont)

b) Lasd: Fiiggvények - Analizis 29. feladat
c) Lasd: Fiiggvények - Analizis 29. feladat
Osszesen 13 pont
26) Az iskolai karacsonyi vasarra késziilodve Blanka, Csenge és Dori feladata
az volt, hogy kiilonb6z6 figurakat hajtogassanak szines papirbol.
Osszesen 70 figurat hajtogattak. A figurak kétheted részét Doéri
készitette, a maradékot pedig fele-fele aranyban Blanka és Csenge.

a) Szamitsa ki annak a valdsziniségét, hogy a 70 figura koziil
véletlenszeriien kivalasztott két figurat ugyanaz a lany készitette!
(6 pont)
A Blanka altal készitett figurak 40%-a volt karacsonyfa, a Csenge altal
készitett figuraknak 60%-a, a Dori altal készitett figuraknak pedig
30%-a. Az els6 vasarlo a vasaron Blanka édesanyja volt; 6 megvett egy
véletlenszeriien kivalasztott karacsonyfa-figurat.
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b) Hatarozza meg annak a valdsziniségét, hogy a figurat éppen Blanka

készitette! (3 pont)
A gyerekek masfajta diszeket is készitettek gy, hogy szines kartonlapra
nyomtatott kor alaku képeket négy-négy egyenes vagassal vagtak koriil.
Az egyik ilyen modon kapott érintonégyszog alaku fiiggodisz oldalainak
hossza (valamilyen sorrendben) egy szamtani sorozat négy szomszédos
tagja. A négyszog egyik oldala 23 cm, a keriilete pedig 80 cm.

a) Mekkora lehet a négyszog masik harom oldalanak hossza? (7 pont)

Megoldas:

a) Ldsd: Valészintségszamitdas 43. feladat

b) Lasd: Valészintiségszamitas 43. feladat

c) A négyszdg oldalainak cm-ben mért hosszat valamely koértljarasi iranyban
jelélje e, f, g, h. Az érinténégyszog szemkozti oldalainak 6sszege egyenld, ezért

e+g=f+h=40. (1 pont)
Feltehetjik, hogy e =23, ekkor f =17; valamint hogy f >h (mert a szamtani
sorozat ktilénbséged # 0). (1 pont)
(Esetszétvalasztast végziink e és f nagysagviszonya alapjan.) Ha f > e, akkor
(h<g, és) a sorozat kiilénbsége d =e—g =6; (1 pont)
igy f=e+6=29 és h=g-6=11. (1 pont)
Ha f<e, akkor (g<h< f<e, és) a sorozat kulénbségére 3d=e—-g=6,
innend =2. (1 pont)
h=g+2=19 és f=h+2=21. (1 pont)
A négyszog masik harom oldala tehat 11, 17 és 29, illetve 17, 19 és 21 (cm)
lehet. (Mindkét esetben létezik konvex négyszog.) (1 pont)

Osszesen: 16 pont
27)a) Egy mértani sorozat hényadosaz , a sorozat elso ot tagjanak osszege

852,5. Hatarozza meg a sorozat els6 tagjat! Szamitasai soran ne
hasznaljon kozelito értéket! (4 pont)

b) Egy szamtani sorozat els6 Ot tagjanak Osszege 852,5; elso tiz
tagjanak osszege pedig 2330. Szamitsa ki a sorozat elsé tagjat és

differenciajat! (7 pont)
Megoldas:

a) Ha a sorozat els6 tagja a, akkor (a mértani sorozat 6sszegképlete szerint):

S5
o)
M 8505

a -

1,
4 (1 pont)
1023
a- 1024 =a- 341 =852,5
3 256
4 (2 pont)
_852,5:256 _ 40 (1 pont)
341
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b) Jeldlje a sorozat elsé tagjat a, a differenciajat d.
Ekkor az Ss=w5,az Slo=w-10. (1 pont)
Megoldando6 tehat az alabbi egyenletrendszer:

S5a+10d =852,5
. (1 pont)
10a+45d =2330

852,5-10d

Az elsé egyenletbdl a = =170,5-2d.

Ezt beirjuk a masodik egyenletbe: 10-(170,5-2d)+45d=2330, azaz

1705+25d =2330. (2 pont)
Innen d =25 a differencia. (1 pont)
a=170,5-2d-25=120,5 a sorozat elsé tagja. (1 pont)

Ellen6rzés a széveg alapjan:
A sorozat 6tédik tagja 220,5, tizedik tagja 345,5.
120,5+220,5

2
-10 =2330. (1 pont)

Az els6 ot tag Osszege

120,5+345,5

-5=852,5, az els6 tiz tag Osszege

Osszesen: 11 pont

28)a) Egy mértani sorozat negyedik tagja 12, a kilencedik tagja 384.
Szamitsa ki a sorozat els6 hat tagjanak az atlagat, és az atlagtol meért

atlagos abszolut eltérését! (6 pont)
b) Hany olyan pozitiv szam van, amelynek osszege és szorzata is 12?
(7 pont)
Megoldas:
a) Jeldlje a mértani sorozat hanyadosat q.
5 384j
== _|=32 1 pont
«(-2 (1 pont)
innen pedig g =2 (1 pont)
A sorozat elsé hat tagja tehat %; 3;,6;12; 24, 48 (1 pont)
ezek atlaga 15,75. (1 pont)

Az ettél mért atlagos abszolut eltérés:
1,5-15,75/+|3-15,75|+...]48 —15,75| B
c =
=13,5 (1 pont)
b) Ldasd: Szamelmélet 11. feladat

(1 pont)

Osszesen: 13 pont
29) a) Igazolja, hogy nincs olyan 2-nél nagyobb n egész szam, melyre

n n n
(1]’ (2j, é€s (SJ (ebben a sorrendben) egy mértani sorozat egymast

koveto tagjai! (7 pont)

- 400 -



Sorozatok - megoldasok

b) Hatarozza meg azokat az 5-nél nagyobb n egész szamokat, melyekre

n n) ., (n . . .
[ J, [ ], é€s [6] (ebben a sorrendben) egy szamtani sorozat egymast

4 5
koveto tagjai! (9 pont)
Megoldas:
a) Ldsd: Bizonyitasok 29. feladat
n n n
b) A szamtani tulajdonsag miatt: (4) + (6] =2 [5} (1 pont)

A binomialis egyttthatokat kifejtve
n! n! n!

+ =2 —. 2 pont
(n-4)t4l (n-6)L6! ~ (n-5)L5! (2 pon)
Mindkét oldalt n!-sal osztva és 6!-sal szorozva:
5-6 1 n!
+ =2- . 2 pont
(n-4)! (n-6) ~ (n-5)5! (2 pont)
Mindkét oldalt (n —4)!-sal szorozva:
30+(n—-4)(n-5)=12(n-4). (1 pont)
A muveleteket elvégezve és rendezve:
n*-21n+98=0, (1 pont)
ahonnan n =7 vagy 14. (1 pont)
Ellenérzés: mindketté valoban jo megoldas hiszen:
7 7 7
=35, =21 és =7 (d =-14), valamint
4 S 6
14 14 . (14
( 4 j =1001, ( 5 ] =2002 és ( 6 j =3003 (d =1001). (1 pont)

Osszesen: 16 pont

30) Egy négyzet alapii egyenes hasab alapéle 18 egység, testatloja 362

egység.

a) Mekkora szoget zar be a testatlo az alaplap sikjaval? (4 pont)

b) Hany teriiletegység a hasab felszine? (A felszin mérészamat egy
tizedesjegyre kerekitve adja meg!) (3 pont)

c) Az alapél és a testatlo hosszat - ebben a sorrendben - tekintsiik egy
mértani sorozat els6 és negyedik tagjanak! Igazolja, hogy az alaplap

atlojanak hossza ennek a sorozatnak a masodik tagja! (4 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Térgeometria 1. feladat
b) Lasd: Térgeometria 1. feladat
c) Ha a meértani sorozat elsé tagja a, hanyadosa g, akkor a=AB=18 ¢és

a-q®=AG=36-2 (1 pont)
innen ¢° =22 (1 pont)
azaz q = J2 (1 pont)

A mértani sorozat masodik tagja tehat a-g=18-42 és ez éppen az
alaplap atlojanak hossza. . (1 pont)
Osszesen: 11 pont
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31) Az {an} szamtani sorozat els6 és harmadik tagjanak Osszege 26, a

masodik és negyedik tagjanak az o6sszege pedig 130.

a) Adja meg a sorozat 6todik tagjat! (5 pont)
A {bn} mértani sorozat els6 és harmadik tagjanak Osszege 26, masodik
és negyedik tagjanak osszege pedig 130.

b) Adja meg a sorozat 6todik tagjat! (6 pont)

Megoldas:

a) A szamtani sorozat ismert tulajdonsagai miatt (harom szomszédos tag kozul a
kozépso a két szomszédos tag szamtani kdézepe): (1 pont)
agz%:%zlza, (1 pont)
és a, = % ;a“ = 120 = 65. (1 pont)
d=(a,-a, =65-13=)52. (1 pont)
A sorozat 6todik tagja ag = a; + 2d =169. (1 pont)

Alternativ megoldas:

A sorozat elsé négy tagja: a,, a, +d, a, +2d, a, +3d . (1 pont)
A feltételek szerint 2a, +2d =26 és 2a, +4d =130. (1 pont)
Innen (pl. a két egyenlet kivonasa utan) d =52, (1 pont)
és visszahelyettesités utan a, =-39. (1 pont)

A sorozat 6tédik tagja ag = a, + 4d =169.
(A sorozat els6 6t tagja: -39, 13, 65, 117, 169.) (1 pont)
b) Ha a sorozat masodik tagja b, hanyadosa pedig g (b#0, g#0), akkor a

sorozat elsé négy tagja rendre:

by, bq, bq®. (1 pont)
q
A feltétel szerint b +bg=26¢és b+bg®>=130. (1 pont)
q

Az els6 egyenletbdl (g-val valo szorzas utan):

b+bg’ =26q. (1 pont)
Ezt a masodik egyenlettel 6sszehasonlitva kapjuk, hogy 26q =130, vagyis
qg=>5 (1 pont)
visszahelyettesitéssel pedig b=5. (1 pont)
A sorozat 6tddik tagja bg® = 5* = 625. (1 pont)

Alternativ megoldas:

A sorozat elsd négy tagja:
b, bg, bq’, bq’ (b, #0,q=#0). (1 pont)

A feltétel szerint b, + b,g° =26 és b,g+b,qg® =130. (1 pont)
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Szorzatta alakitva:

b1(1+q2)=26 és blq(1+q2)=130. (1 pont)
Egyik tényez6 sem nulla, ezért a két egyenlet eloszthatjuk egymassal, amibdl

g =5 kapjuk, (1 pont)
ezt visszahelyettesitésve pedig b, =1. (1 pont)

A sorozat 6todik tagja by = b,q* = 5* = 625 .
(A sorozat els6 6t tagja: 1, 5, 25, 125, 625) (1 pont)

Osszesen: 11 pont

32) Ha Andras az asztalra ejti a pingponglabdajat, akkor a labda az ejtési

magassag kb. 84%-ara pattan vissza. Ezutan tovabb pattog ugy, hogy

minden asztalra érkezés utan az elozo felpattanas magassaganak 84%-

aig emelkedik fel.

a) Andras egy alkalommal (az asztal lapjatél mérve) 1 méter
magassagbhol ejtette az asztalra a pingponglabdat. Mekkora utat tesz
meg Osszesen a pingponglabda az els6 asztalra érkezésétol a
tizenotodikig? (Feltételezziik, hogy a labda csak fiiggéleges iranyban
mozog, a vizszintes iranya elmozdulas elhanyagolhato.) (4 pont)

Andras azt allitja, hogy az osszes pingponglabdajanak szama 6-tal osztva
2 maradékot, 15-tel osztva pedig 1 maradékot ad.

b) Mutassa meg, hogy Andras allitasa hamis! (3 pont)

Dori olyan pingponglabda-készletet vasarolt, amelynek
dobozaba harom egyforma labda - az abran lathato
elrendezésben - szorosan belefér. A doboz hengeres
test, melynek alaplapjat harom egybevagoé koriv és
harom egyenlo hossziusagu szakasz hatarolja. (Az abran
a dobozt feliilnézetbdl latjuk.)

c) A doboz térfogatanak hany szazalékat tolti ki a
harom pingponglabda, ha a labdak atmeérdje 40 mm? (A doboz

falvastagsaga elhanyagolhatd.) (7 pont)

Megoldas:

a) (Az els6 asztalra érkezés utan 0,84 m magasra pattan vissza a pingponglabda,
majd az asztal felé esve ugyanekkora tavolsagot tesz meg a masodik
leérkezésig.) Az els6 és a masodik asztalra érkezés kozO6tt megtett ut
2-0,84 =1,68 méter. (1 pont)
Az egymas utan kovetkez6 két asztalra érkezés kozott megtett tavolsagok
hossza egy olyan meértani sorozatot alkot, amelynek elsé tagja 1,68 méter,
hanyadosa pedig 0,84. (1 pont)
Az els6 és a 15. asztala érkezés kozo6tt megtett it hossza a mértani sorozat

) L 1,68-(0,84' -1) .
els6é 14 tagjanak 6sszege: S, = .84 -1 ~ 9,59 meéter. (2 pont)
b) Ldasd: Szamelmélet 14. feladat
c) Ldasd: Térgeometria 35. feladat

Osszesen: 14 pont
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33) Egyes kutatok szerint a varosokban az influenzaval fert6zott betegek

L
1+[L—1]-o,75‘
B

o

formula szerint alakul. A képletben ¢t

szama a B(t)=

az influenzajarvany kezdetétol eltelt ido napokban kifejezve (0 <t< 30) ,
L a varos lakosainak szama, B, pedig a jarvany kezdetekor a fert6zott
betegek szima a varosban (0 < B, < L).

Egy nagyvarosban L =1,5 millié, B, =1000.

a) A modell szerint hany fert6zott betegre lehet szamitani ebben a

varosban a jarvany kezdete utan 5 nappal? (3 pont)
b) Hany nap milva lesz a varos lakosainak 10%-a fertozott beteg a
modell szerint? (6 pont)
c) Igazolja, hogy ha L és K adott pozitiv szamok, n e N', akkor a
b, = L képlettel megadott sorozat korlatos, szigoruan
1+K-0,75"
monoton novekedd, és limb, = L. (7 pont)
Megoldas:
a) (A t=35 helyettesitést alkalmazzuk.)
6
B(5)= 151i2610 ~ (1 pont)
+ 2= = -1/.0,75°
1000
~ 4204,98, (1 pont)
azaz kb. 4200 betegre lehet szamitani. (1 pont)
b) A lakossag 10%-a 150 ezer f6. (1 pont)
Jeldlje t a kérdezett napok szamat.
6
" 51’12610 =1,5-10° (1 pont)
+ 22 2 —1].0,75"
1000
10=1+1499.0,75"
9
——=0,75" 1 t
1499 (1 pont)
t=1Io —— = 1 t
80,75 1499 (1 pont)
~17,78. (1 pont)
Azaz kb. 18 nap mulva lesz a varos lakosainak 10%-a fert6z6tt (18 < 30).
(1 pont)
c) Lasd: Bizonyitasok 33. feladat

Osszesen: 16 pont

34) Van egy részvénycsomagunk, amely 6600 Ft-os és 4800 Ft-os névértéku

részvényeket tartalmaz. A részvényeink névértékének Osszege
131400 Ft.
Ha a 4800 Ft-os névértéki részvényeink harmadat 6600 Ft-osra

cserélnénk, akkor a névértékek osszege 140400 Ft-ra novekedne.
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a) Hany darab részvényiink van az egyes fajtakbol? (9 pont)
Van két, most indul6é hossza tavia befektetésiink is. Az egyiknél 500000
forint a befektetett oOsszeg, amely havi 1%-os kamatos kamattal
novekszik. A masik - magasabb hozamiu, de kockazatosabb - iizletbe
450000 forintot fektettiink; ez az 6sszeg havi 1,3%-os kamatos kamattal
novekszik.

b) Hanyadik honap végén lesz eloszor tobb pénz a masodik
befektetésiinkben, ha a kamatfeltételek k6zben nem valtoznak? (6 pont)

Megoldas:

a)
b)

Lasd: Szdéveges feladatok 38. feladat
Jelodlje n a keresett honap sorszamat.

450000-1,013" > 500000-1,01" (2 pont)
1,013} 50 _10 (1 pont)
1,01 45 9

A tizes alapu logaritmus figgvény szigoruan monoton névekedd, (1 pont)
ért nl 1’013>1 10

crert 801 T 89

kozelité értékkel nlg1,003 >1g1,111. (1 pont)

111

> lg 3 ~ 35,1, (1 pont)

Tehat a 36. honap végén lesz el6szor tobb pénz a masodik
befektetésben. (1 pont)

Alternativ megoldas:

Jelodlje n a keresett honap sorszamat.

450000-1,013" > 500000-1,01" (2 pont)
1,013 >5—O:E (1 pont)
1,01 45 9

Az 1-nél nagyobb alapu logaritmus fliggvény szigorian monoton

novekedd, (1 pont)

ezért n >log,,; (Ej (1 pont)

1,01
log, 415 (%j =~ 35,5. (1 pont)

1,01
Tehat a 36. honap végén lesz elészor tobb pénz a masodik befektetésben.
(1 pont)
Osszesen: 15 pont

. .. 2 3 4 i
35) Tekintsiik az (an) sorozatot: a, = o =1, a,= o =3, a; = 5 =6 és

. . n+1 .
igy tovabb, a"=[ 2 j(neN )

a) Szamitsa ki az (an) sorozat els6 o6t tagjabol allo szamsokasag atlagat
és szorasat! (4 pont)
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a

n+l

b) A fenti (an) sorozatbol képezziik a (bn) sorozatot: b, =
a

n

) sorozat hatarértéke? (4 pont)

A (cn) szamtani sorozat differenciaja 0,25. A sorozat els6 n tagjanak

n

Mennyi a (b

osszege 100, els6 2n tagjanak osszege 300 (n € N*) .
c) Hatarozza meg n értékét! (8 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Statisztika 23. feladat

) (n+2j (n+2)(n+1)

2 2
b) b, = = = = 1 t
) b a, n+1 (n+1)n (1 pont)
2 2
_n+2_ (1 pont)
n
14 2 _ (1 pont)
n
2 s . . ez 1+0
Az n +— — sorozat hatarértéke O, ezért a (bn) sorozat hatarértéke ] - 1.
n
(1 pont)
c) A szamtani sorozat 6sszegképlete alapjan az elsé n tag 6sszege
(2¢, +(n-1)-0,25)-n . )
100 = 2 , az els6 2n tag 6sszege
(2¢, +(2n-1)-0,25)-2n
300 = 5 . (2 pont)
Az elsé egyenletbédl 2¢c,n +0,25n% —0,25n = 200, a masodik egyenletbél
2¢,n+0,5n” —0,25n = 300. (2 pont)
Az elsé egyenletet kivonjuk a masodikbol: 0,25n> =100, azaz n®> =400.
(2 pont)
Az egyenlet megoldasa n =20 (n=-20 nem lehet). (1 pont)
Ellenérzeés... (1 pont)
Alternativ megoldas:
A szamtani sorozat 0sszegképlete alapjan az elsé n tag 6sszege
(2¢, +(n-1)-0,25)-n )
100 = > , az els6é 2n tag 6sszege
(2¢, +(2n-1)-0,25)-2n
300 = 5 . (2 pont)
e . . 200 ) .
Kifejezztik c,-et. Az els6 egyenletbdl 2¢, = =——(n-1)-0,25, a masodik
n
egyenletbdl 2c¢, = 300 _ (2n-1)-0,25, (2 pont)
n
igy &—(n—l)-O,QS:@—(Qn—l)-O,QS. (1 pont)
n n

- 406 -



Sorozatok - megoldasok

Szorzunk 4n-nel, és rendeztink: n* =400 . (1 pont)
Az egyenlet megoldasa n =20 (n=-20 nem lehet). (1 pont)
Ellené6rzés... (1 pont)

Alternativ megoldas:

Jeldlje d a sorozat differencigjat! c,,, =c, +nd, c,,, =c, +nd, és igy tovabb: a

sorozat elsé n tagja 6sszegénél n-nd = n’d -vel nagyobb a sorozat masodik n

tagjanak az 6sszege. (2 pont)
A masodik n tag 6sszege 300-100 =200, (1 pont)
ez pedig 200-100 =100-zal nagyobb az elsé n tag 6sszegénél. (1 pont)
Innen 100 =n’d. (1 pont)
Mivel d =0,25, igy n®> =400. (1 pont)
Az egyenlet megoldasa n =20 (n =-20 nem lehet). (1 pont)
Ellen6rzés... (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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