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Grafelmélet
Megoldasok

1) a) Dontse el az alabbi négy allitas koziil melyik igaz és melyik hamis!
Valaszat irja a tablazatba! (4 pont)
A: Egy 6 pontot tartalmazo teljes grafnak 15 éle van
B: Ha egy teljes grafnak paros szamu éle van, akkor a pontok szama is
paros:
C: Ha egy 51 pontu grafban nincs kor, akkor legfeljebb 50 éle lehet.
D: Nincs olyan 6 pontu graf, amelyben a fokszamok O0sszege 11.

A B C D

b) Ha valaki sohasem hallott a grafokrol, és mégis kitolti a fenti
tablazatot, akkor mekkora valoszinuséggel lesz helyes mind a négy
valasza? (3 pont)

c) Tagadja az alabbi mondatot:

»Nincs olyan szerelem, aki el nem milik” (Népdalgyiijtés)
(3 pont)
d) Fogalmazzon meg egy olyan szoveges feladatot, amelynek a megoldasa

17
igy szamithato ki: [ > j (3 pont)
Megoldas:
a)
A B C D
Igaz Hamis Igaz Igaz
(4 pont)
b) Osszesen 2* =16 Kkitoltés lehetséges. (1 pont)
Ezek kozul csak 1 helyes (1 pont)
. N |
Igy a valoszinUiség 16 (1 pont)

c) Lasd: Széveges feladatok 30. feladat

d) Lasd: Széveges feladatok 30. feladat
Osszesen: 13 pont
2) a) A kovetkezo két allitasrol dontse el, hogy igaz vagy hamis. Valaszait
indokolja! (6 pont)

e Van olyan 6tponta egyszeru graf, amelynek 11 éle van.
e Ha egy otpontua egyszerii graf minden csicsa legalabb harmadfoku,
akkor biztosan van negyedfoku csicsa is.

b) Az A, B, C, D és E pontok egy otpontu teljes graf csiicsai. A graf élei
koziil véletlenszeriien beszineziink hatot. Mekkora a valoszinilisége
annak, hogy az A, B, C, D, E pontokbél és a szinezett élekbdl allé6 graf

nem lesz osszefiiggo? (10 pont)
Megoldas:

a) Az elsé allitas hamis (1 pont)

Egy 6tpontu egyszert grafban legfeljebb 10 €l huzhato. (2 pont)

A masodik allitas igaz (1 pont)

Ha a graf minden cstcsa harmadfoka volna, akkor a grafban a fokszamok

osszege paratlan lenne, ami lehetetlen. (2 pont)

Osszesen: 16 pont
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b)

3)

A A A
B B F F B B
F F - p. -
E [+ E c [ — P E ¢ E® e
.
D D D »

Ha ugy szineztiink be 6 élt, hogy kaptunk egy négypontu teljes részgrafot és

egy izolalt pontot, akkor ez a graf nem Osszefliggd, tehat jo. (2 pont)
Masképp nem kaphattunk nem 06sszefliggdé grafot, hiszen ha egy két- és egy
harompontu komponense lenne, akkor legfeljebb 4 €l lehetne. (2 pont)
Az els6 tipushoz o6tféleképpen valaszthatjuk ki az izolalt pontot, és ez mar
meghatarozza a 6 beszinezhetd €lt, tehat az ilyen grafok szama 5. (2 pont)
Az 6tpontu teljes grafnak 10 éle van (1 pont)
10
Ezek kozul ( 6 j féleképpen valaszthatjuk ki a 6 kiszinezend? élt. (2 pont)
A keresett valoszinlUiség tehat p = % ~ 0,024 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

Tekintsiik a kovetkezo, egyszerii grafokra vonatkozo6 allitast:
Ha a graf minden pontjanak fokszama legalabb 2, akkor a graf biztosan
osszefiiggo.
a) Dontse el, hogy igaz vagy hamis az allitas! Valaszat indokolja!
(2 pont)
b) Fogalmazza meg az allitas megforditasat! Dontse el, hogy igaz vagy
hamis az allitas megforditasa! Valaszat indokolja! (4 pont)
Tekintsiik a kovetkezo halmazokat:
P = {osszefiiggo grafok}, Q = {egyszeru grafok}, R = {kort tartalmazé grafok;}.
c) Helyezze el az alabbi grafok abrajanak sorszamat a fenti halmazabran
a megfelelo helyre! (4 pont)

P Q

R
d) Rajzoljon egy 6 pontu fagrafot az 5. abrara és helyezze el ennek a
sorszamat is a fenti halmazabraban a megfelel6 helyre! (3 pont)

1. dabra 2. dbra 3. abra 4. abra 5. dbra

Megoldas:

a)

b)

Az allitas hamis (1 pont)
Barmilyen jo ellenpélda, ami nem 0Osszefliiggd, egyszerti graf és minden pont
fokszama legalabb 2 (1 pont)

Az allitas megforditasa:

Ha a graf 6sszefliiggd, akkor minden pontjanak fokszama legalabb 2 (2 pont)
Az allitas hamis (1 pont)
Barmilyen ellenpélda, 6sszefliggd graf, aminek van elséfoku pontja. (1 pont)
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)

4)

A kovetkez6 behelyettesités a jo:

(SN

(1-1 pont minden jo helyre)
Barmilyen jo 6 pontu fa, példaul:

(2 pont)
Az 5-6s sorszam elhelyezése a (PN Q)\ R halmazba (1 pont)

Osszesen: 13 pont
a) Hatarozza meg az alabbi kijelentések logikai értékét (igaz-hamis)!

Valaszait indokolja! (8 pont)

I. Van olyan hatpontu fagraf, amelynek minden csucsa paratlan
fokszamu

II. Ha egy hétponti egyszeri grafnak 15 éle van, akkor a graf
osszefiiggo.

III. Van olyan fagraf amelyben a csiucsok szamanak és az élek
szamanak Osszege paros.

Egy hatfés tarsasag tagjai A, B, C, D, E és F. Mindenkit megkérdeztiink,
hogy hany ismerdse van a tobbiek kozott (az ismeretség kolcsonos). A
valaszként kapott hat természetes szam szorzata 180. Az is kideriilt, hogy
A-nak legalabb annyi ismerdse van, mint B-nek, B-nek legalabb annyi
ismerdse van, mint C-nek, és igy tovabb, E -nek legalabb annyi ismerdse
van, mint F -nek.
b) Szemléltesse egy-egy graffal a lehetséges ismeretségirendszereket!

(8 pont)
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Megoldas:

a)

b)

S)

a)

b)

Az 1. allitas igaz. Megfelel6 konstrukcio (lasd az =
alabbi két példat) vagy széveges indoklas. (2 pont) p /
A 1I. allitisra ellenpélda az a hétponta graf, -~ \
amelynek van egy hatpontu teljes részgrafja és egy \‘

izolalt pontja. (2 pont)

A 1II. allitas tehat hamis. (1 pont)
Az n pontu grafnak n—1 é€le van, (1 pont)
ezért a csucsok és az élek szamanak 6sszege 2n —1, ami paratlan. (1 pont)
A 1III. allitas tehat hamis. (1 pont)

(Ha az ismeretségek szama rendre a, b, ¢, d, e
és f, akkor a-b-c-d-e-f=)180=2°.3.5.

(1 pont)
Mivel az ismeretségi grafban a pontok szama «—
legfeljebb S (és a>b>c>d>e> f), (1 pont)
ezért a csucsok fokszamai a kévetkezdk lehetnek (az ismeretségek szamat a
névsornak megfeleléen rendezve): 5, 3, 3, 2, 2, 1 (1 pont)
vagy 5, 4, 3,3, 1, 1. (1 pont)
A masodik esethez nem tartozik graf, (1 pont)
mert nincs olyan graf, amelyben a paratlan fokszamu csuicsok szama paratlan.

(1 pont)
Két lehetséges ismeretségi graf van (példaul azért, mert B-nek és C-nek is van
ismerése D és E kozott, ezért D és E nem ismerheti egymast, igy D az A-n
kivil vagy C-t vagy B-t ismerheti). (2 pont)
Osszesen: 16 pont
A H halmaz egy nyolcpontu egyszeru grafok halmaza. A kovetkezo allitas
a H elemeire vonatkozik: Ha egy (nyolcponta egyszerii) graf minden
pontjanak fokszama legalabb 3, akkor a graf osszefiiggo.
a) Dontse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!(3 pont)
b) Fogalmazza meg az allitas megforditasat a H elemeire vonatkozoan, és
dontse el a megforditott allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat
indokolja! (3 pont)
Az ABCDE konvex 0tszog csucsait piros, kék vagy zold szinilire szinezziik
ugy, hogy barmely két szomszédos cstucsa kiilonb6z6 szinu legyen.
c) Hany kiilonb6zo szinezés lehetséges? (Az oOtszog csucsait
megkiilonboztetjiik egymastol.) (5 pont)
Egy négypontu teljes graf élei koziil véletlenszeriien kivalasztott négy élt
kiszineziink zoldre (teljes graf: olyan egyszeru graf, melynek barmely két
pontja kozott van él.)
d) Hatarozza meg annak a val6sziniségét, hogy a zoldre szinezett élek a

graf egy négypontua korének élei! (S pont)
Megoldas:
Az allitas hamis. (1 pont)
Ellenpélda: a nyolcpontu egyszert1 graf két négypontu teljes graf egyesitése.
(2 pont)
A megforditas: Ha egy (nyolcponti egyszerii) graf osszefiiggd, akkor a graf
minden pontjanak fokszama legalabb 3. (1 pont)
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A Z6ld Iskola 8 tanulgjanak egymas ko6zotti mérkézései mindig a 8 tanulo
valamelyikének gydzelmével végzddtek. (1 pont)

8
ez (QJ(: 28) gyézelmet jelent. (1 pont)

c) Ldasd: Kombinatorika 36. feladat

d) Lasd: Valészintuiségszamitas 35. feladat
Osszesen: 16 pont
6) a) Legyen G egy nyolcponti egyszeri graf, amelynek Osszesen 9 éle
van. Igazolja, hogy G csucsai kozott biztosan van olyan, amelynek a
fokszama legalabb 3. (4 pont)
b) Az A, B, C, D, E, F, G, H pontok egy szabalyos nyolcszog csiucsai.
Megrajzoljuk a nyolcszog oldalait és atloit. A megrajzolt szakaszok
koziil véletlenszeriien kivalasztunk négyet. Hatarozza meg annak a
valésziniiségét, hogy mind a négy kivalasztott szakasz az A csucsbol
indul ki! (6 pont)
c) Nyolc sakkozo részére egyéni bajnoksagot szerveznek.
Hanyféleképpen készitheto el az els6 fordulé parositasa, ha ebben a
forduloban mindenki egy meérkozést jatszik? (Két parositast
kiilonb6zonek tekintiink, ha az egyik tartalmaz olyan meérkozést,

amelyet a masik nem.) (6 pont)

Megoldas:

a) Ha minden csucs fokszama legfeljebb 2 lenne, akkor G-nek 6sszesen legfeljebb
8 éle lehetne. (2 pont)
Mivel G-nek 9 éle van, ezért ellentmondasra jutottunk. (1 pont)
A csucsok kozott tehat van olyan, amelyiknek a fok-szama legalabb 3. (Az
allitast bizonyitottuk.) (1 pont)

b) Lasd: Valészintuségszamitas 37. feladat
c) Lasd: Kombinatorika 37. feladat

Osszesen16 pont
7) a) Ha a|b igaz, akkor a|b? is teljesiil (a és b pozitiv egész szamok).
Fogalmazza meg a fenti (igaz) allitas megforditasat, és allapitsa meg
a megforditas logikai értékét is! Valaszat indokolja! (a | b azt jelenti,
hogy az a egész szam osztoja a b egész szamnak.) (3 pont)
a) Hany olyan n pozitiv egész szam van, amelyhez létezik olyan p
(pozitiv) primszam, amelyre az n®’ - pn kiilonbség is egy (pozitiv)
primszammal egyenl6? (7 pont)
Egy lapra 10 pontot rajzoltunk, majd ezeket megszamoztuk 1-t6l 10-ig.
Ezutan minden egyes pontot egy-egy vonallal ,,0sszekotiink” a lapon
szereplo Osszes olyan ponttal, amelyhez irt szam a kivalasztott ponthoz

irt szamnak osztoja. (Példaul azt a pontot, amelyhez a 6-ot irtuk,
osszekotottiikk mind a négy ponttal, amelyhez a 6 valamelyik osztéjat

irtuk.)

b) Igazolja, hogy az igy kapott 10 csiicsui graf nem egyszerii graf!(2 pont)

c) Igazolja, hogy a graf éleinek szama paratlan! (4 pont)
Megoldas:

a) Lasd: Bizonyitasok 17. feladat
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b)
c)

d)

8)

Lasd: Szamelmélet 7. feladat

Mivel mindegyik szam 6nmaganak is osztdja, ezért a graf mindegyik csucsat
6onmagaval is ,6sszekotottuk”. (1 pont)
A grafban van hurokél, tehat a graf nem egyszeri. (1 pont)
Minden négyzetszamnak paratlan sok osztéja van, (1 pont)
és minden nem négyzetszamnak paros sok osztéja van. (1 pont)

1-t6l 10-ig harom darab négyzetszam van (1, 4,9). (1 pont)

(Egy adott szam osztoi legfeljebb akkorak, mint maga a szam, emiatt a lapon
megadott tiz szam mindegyik osztoja szerepel a lapon. Ezért) harom paratlan
szamot és hét paros szamot kell osszeadni, tehat az 6sszekété vonalak
(élek) szama valoban paratlan. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

Egy osztaly tanuldi a tanév soran harom kirandulason vehettek részt. Az
elson az osztaly tanuldoinak 60 szazaléka vett részt, a masodikon 70
szazalék, a harmadikon 80 szazalék. igy hirom tanulé hiromszor, a tobbi
kétszer kirandult.
a) Hany tanul6ja van az osztalynak? (6 pont)
b) A harom koziil az elsé6 kirandulason tiz tanulé kormérkozésen
asztalitenisz-bajnoksagot jatszott. (Ez azt jelenti, hogy a tiz tanulo
koziil mindenki mindenkivel pontosan egy mérkozést vivott.)
Mutassa meg, hogy 11 mérkozés utan volt olyan tanuld, aki legalabb
haromszor jatszott! (4 pont)
c) A masodik kirandulasra csak az osztaly kosarlabdazé tanuléi nem
tudtak elmenni, mivel éppen mérkozésiik volt. A kosarasok
atlagmagassaga 182 cm, az osztaly atlagmagassaga 174,3 cm.
Szamitsa ki a kirandulason részt vevo tanulok atlagmagassagat!
(6 pont)

Megoldas:

a)
b)

9)

Léasd: Halmazok 6. feladat
Ha minden tanulé legfeljebb két mérkézést jatszott volna, akkor eddig 10
meérkoézeés zajlott volna le (2 pont)
Mivel 11 mérkozés volt, ezért a skatulya-elv alapjan lennie kell olyan
tanulonak, aki 3 mérkozést jatszott. (2 pont)
Lasd: Statisztika 7. feladat
Osszesen: 16 pont

Aladar, Béla, Csaba, Dani és Erné szombat délutanonként egyiitt
teniszeznek. Mikor megérkeznek a teniszpalyara, mindegyik fia kezet fog
a tobbiekkel.
a) Hany kézfogas torténik egy-egy ilyen kozos teniszezés elott? (3 pont)
Legutobb Dani és Ernd egyiitt érkeztek a palyara, a tobbiek kiilonbo6zo
idépontokban érkeztek.
b) Hany kiilonb6z6 sorrendben érkezhettek ezen alkalommal? (3 pont)
c) A fiak mindig paros mérkozést jatszanak, ketto-ketto ellen. (Egy paron

beliil a jatékosok sorrendjét nem vessziik figyelembe, és a palya két

térfelét nem kiilonboztetjiik meg.)

Hany kiilonb6z6 mérkozés lehetséges? (6 pont)
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Megoldas:
a) A kézfogasok szama 52—4 =10 (3 pont)
b) Lasd: Kombinatorika 19. feladat

c) Ldasd: Kombinatorika 19. feladat
Osszesen: 12 pont
10) Az abran egy 3x3-as kirakos jaték (puzzle) sematikus i 9 3
képe lathaté. A kirakés jatékot egy graffal ] ]
szemléltethetjiik ugy, hogy a graf csucsai (Al, A2, ..., C3) 4 5]
a puzzle-elemeket jelolik, a graf két csucsa kozott pedig B I fé aLL |
pontosan akkor vezet él, ha a két csiicsnak megfelel6 1o 1r 4
puzzle-elemek kozvetleniil (egy oldalban) kapcsolodnak (| - L
egymashoz a teljesen kirakott képben. 1 1
a) Rajzolja fel a kirakos jaték grafjat (a csucsok
azonositasaval egyiitt), és hatarozza meg a grafban a fokszamok
osszegét! (3 pont)
b) Igazolja, hogy a megrajzolt grafban nincs olyan (grafelméleti) kor,
amely paratlan sok élbol all! (4 pont)
c) A teljesen kirakott képen jeloljon meg a puzzle-elemek koziil 7 darabot
ugy, hogy a kirakosjaték altaluk alkotott részlete (a részletnek
megfelelo graf) mar ne legyen osszefiiggo! (2 pont)
d) Hanyféleképpen lehet a puzzle-elemek koziil harmat agy kivalasztani,
hogy ezek a teljesen kirakott képben kapcsolédjanak egymashoz (azaz
mindharom képrészlet kozvetleniil kapcsolodjék legalabb egy
masikhoz a kivalasztottak koziil)? (Az elemek kivalasztasanak
sorrendjére nem vagyunk tekintettel.) (7 pont)
Megoldas:
a) Abra: (2pont) | A1 A2 43
A fokszamok Osszege 4-2+4-3+4=24. (1 pont)
b) A graf egy kore — az a) rész megoldasaban megadott abra
szerint — 1, 2, 3 vagy 4 ,négyzetbdl” allé sokszdget ,kerithet | Bl 153
koral”. (1 pont)
Ha a korbekeritett négyzetek szama 1, 2, 3 vagy 4, akkor a
kor éleinek szama rendre 4, 6, 8, 8, (2 pont) Cl 2 G
tehat valéban nincs a grafban paratlan sok €lbél allé kor. (1 pont)
c) Példaul a puzzle A2 és Bl jeli darabjat elhagyva a megmaradé ]
7 puzzle-elem altal alkotott részlet nem lesz 6sszefliggd. (2 pont) [ L —
d) Lasd: Kombinatorika 41. feladat _
\_} e
Osszesen: 16 pont

11)a) Dontse el, hogy igaz-e a kovetkezo kijelentés! Valaszat indokolja!
Van olyan Gj, illetve G2 fagraf, amelyre igaz, hogy a Gz csiicsainak szama
kétszerese a G; csucsai szamanak, és a Gz éleinek szama is kétszerese a

G; élei szamanak. (A fagrafnak van legalabb egy cstucsa.)

(3 pont)

Az A, B, C, D, E, F kereskedocégek mindegyike mind az 6t masik céggel
kotott egy-egy iizletet az el6z6 honapban (barmelyik két cég kozott
pontosan egy iizletkotés jott létre). Az ellendrzo hatésag véletlenszeriien
kivalaszt a hat cég el6z6 havi (egymas kozotti) lizletkotései koziil négyet,

és azokat ellenorzi.
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a) Mekkora annak a valosziniisége, hogy az A vagy a B cég iizletkotései

koziil is ellendriznek legalabb egyet? (6 pont)
Az egyik cég azzal bizott meg egy reklamiigynokséget, hogy tervezzen egy
nagy méreti, fiiggélegesen leomlo hirdetévasznat a budapesti Lanchid f6
tartélancanak egy részére.

ﬁ_l
=

vV U S P

A hid két tampillérének PV tavolsaga kb. 200 méter. A f6 tartolanc alakja
jo kozelitéssel egy olyan (fiiggoleges sikil) parabolanak az ive, amelynek a
tengelypontja a PV felezopontja (U), a tengelye pedig a PV
felezomerolegese. A lanc tartopillérnél becsiilt legnagyobb magassaga
PQ =16 meéter, a viaszon tervezett szélessége PS =50 méter. A tervek
szerint a QR iven felfiiggesztett hirdetévaszon az abran sotétitett PQRS
teriiletet fedi majd be (RS merdleges PS-re).

b) Hany m? teriiletii vaszon beszerzésére lesz sziikség, ha a rogzitések

miatt 8% veszteséggel szamol a tervezo? (7 pont)
Megoldas:
a) Az allitas hamis. (1 pont)
Ha G; csuicsainak szama n (n pozitiv egész) és G2 csucsainak szama 2n, akkor
G éleinek szama n—1, Gzéleinek szama pedig 2n—1, de 2(n - 1) #2n-1.
b) Ldsd: Valészintiségszamitas 44. feladat
c) Lasd: Sikgeometria 31. feladat

Osszesen: 16 pont

12) Ot kiilonboz6 szamjegyet leirunk egy papirlapra. Két szimjegyet pontosan

akkor kotiink ossze egy vonallal (éllel), ha kiilonbségiik paros szam (de
egyik szamjegyet se kotjilk ossze onmagaval). igy egy otponta grafot
kapunk.
a) Hatarozza meg az alabbi két allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)!
Valaszat indokolja!
I. Lehetséges, hogy fagrafot kapunk.
II. Lehetséges, hogy nem 0Osszefiiggo grafot kapunk. (4 pont)

Az Ocean Légitarsasignak a megalakulasa o6ta 4 .
alapelve, hogy a szigetvilagbhan miikodé halézatnak @ . @
barmely két célallomasa kozott mikodtet =
repiiléjaratot. (Az dbra azt a tobb évvel ezelétti Cj\\j C
idészakot szemlélteti, amikor még csak négy ;. @
célallomas és hat repiiléjarat volt.)

A halozatot folyamatosan bovitik: az utobbi két év alatt a célallomasok
szama masfélszeresére nott, ugyanezen ido alatt a repiildjaratok szama
pedig 60-nal lett tobb.

b) Hany célallomasra kozlekednek jelenleg? (7 pont)

A légitarsasag vezetoségi értekezletén megallapitottak, hogy az 1-es
szamu jaratukon legfeljebb 168 utasnak van hely, de minden alkalommal
sokkal tobben szeretnének jegyet valtani. Tobb év tapasztalatai szerint
0,032 annak a valoszinilisége, hogy erre a jaratra valaki megveszi a jegyet,
de aztan valamilyen ok miatt mégsem jelenik meg a jarat indulasanal.

- 261 -



2005-20XX Emelt szint

Emiatt a vezetdoség ugy dont, hogy erre a 168 fos jaratra ezentul 170
jegyet adnak el. Az érvényes szabalyozas szerint a tobb jegy eladasa miatt
a jaratrol esetleg lemarado utasoknak a légitarsasag fejenként 600 eurd
kartéritést koteles fizetni.

c) Ha a vezetdség megallapitasai helyesek, akkor mennyi a valdoszinusége
annak, hogy az 1l-es szamu jarat egy indulasanal legfeljebb 168 utas
jelenik meg, és mennyi a tarsasag altal fizetendo kartérités varhato

értéke a jarat egy utjat tekintve? (5 pont)

Megoldas:

a) AzI. allitas hamis. (1 pont)
Az 0t szamjegy kozott biztosan lesz harom azonos paritasu, igy az ezeknek
megfelelé csucsok egy harompontu koért alkotnak a grafban, ezért nem lehet
fagraf. (1 pont)
A 1II. allitas igaz. (1 pont)
Egy megfelel6 példa. Ha egy paros €és négy paratlan szamjegyet irunk le, akkor
a paros szamnak megfeleld cstucs a grafban izolalt pont lesz, ezért ez a graf nem
Osszefliiggd. (1 pont)

b) Lasd: Széveges feladatok 27. feladat

c) Ldsd: Valészinliségszamitas 48. feladat

Osszesen: 16 pont

13)Legyen az U alaphalmaz a legalabb 4 pontu egyszeru grafok halmaza. Az F

halmaz az U elemei koziil pontosan azokat tartalmazza, amelyek fagrafok,
a G halmaz pontosan azokat, amelyek Osszefiiggo grafok, a H halmaz pedig
pontosan azokat, amelyek 6 pontu grafok.

a) Az alabbi abran satirozassal jelolje meg, és halmazmiveletekkel is adja

meg az U-nak azt a részhalmazat, amelyik iires halmaz! (2 pont)
b) A megadott Venn-diagram minden egyes tovabbi részébe rajzoljon
pontosan egy lehetséges grafot! (5 pont)

[

Egy telephely K, L, M, N, P, Q épiiletei koziil az éjszakai ellenérzés soran

otot ellendriz a biztonsagi or.

c) Hanyféleképpen tervezheti meg az utvonalat, ha K és L épiileteket
mindenképp ellendrzi? (Két utvonal kiilonb6z6, ha a két it soran mas
épiileteket, vagy ugyanazokat az épiileteket, de mas sorrendben
ellendriz a biztonsagi or.) (4 pont)

Megrajzoltuk a ABCDE konvex 6tszog oldalait és atloit, majd a megrajzolt

szakaszok mindegyikét vagy kékre, vagy zoldre szineztiik. A szinezés

befejezése utan észrevettiik, hogy nincs olyan haromszog, amelynek
csucsai az A, B, C, D, E pontok koziil valok, és mindharom oldala azonos
szind.
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d) Igazolja (példaul indirekt moédszerrel), hogy nincs olyan csicsa az
otszognek, amelybodl legalabb harom azonos szini szakasz indul ki!
(5 pont)
Megoldas:
a) Ldsd: Halmazok 12. feladat
b) A Venn-diagram minden egyes tovabbi részében pontosan egy megfelelé graf.
Példaul: I

. i _:"- i
\ \\H'ﬂ-\. - -~
- 1) il /
_ | R—— !
‘;I- ..? ‘-.\ T JIlI ‘// /f
hs .
T - ~H

(S pont)
c) Lasd: Halmazok 12. feladat
d) Ldsd: Bizonyitasok 28. feladat
Osszesen: 16 pont
14) Annanak az IWIW-en 40 ismerdse van (Az IWIW weboldalon lehetéség van
az egymast ismer6 emberek kapcsolatfelvételére. Ebben a feladatban
minden ismertséget kolcsonosnek tekintiink.)
Anna ismerdseinek mindegyike Anna minden tobbi ismerdse koziil
pontosan egyet nem ismer.
a) A szoba keriilt 41 ember ko6zott 6sszesen hany ismertség all fenn?
(5 pont)
b) Mekkora annak a valdszinilisége, hogy Anna 40 ismerdse koziil
véletlenszeriien valasztva kettot, 6k ismerik egymast? (5 pont)
c) Valasszunk most a 41 személy koziil véletlenszeriien kettét! Mennyi a
valoszinusége, hogy nem ismerik egymast? (6 pont)

Megoldas:
a) A 41 fébdl allo tarsasag ismertségi szamat megkaphatjuk, ha 6sszeadjuk Anna
ismerdseinek és Anna 40 ismerdse egymas kozti ismertséginek szamat

(1 pont)
Anna ismeri a 40 ismerdsét (1 pont)
Anna 40 ismerdsének mindegyik 38 embert ismer Annan kivil (1 pont)
Igy Anna 40 ismerésének % =760 ismertsége van egymas kozt (1 pont)
A 41 6 koézt 40 +760 =800 ismertsége van (1 pont)

b) Ldasd: Kombinatorika 7. feladat, Valészintiségszamitas 6. feladat

c) Ldsd: Kombinatorika 7. feladat, Valészintiségszamitas 6. feladat
Osszesen: 16 pont
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15)Megrajzoltuk az ABCDE szabalyos sokszoget, és berajzoltuk minden

atlojat. Az atlok metszéspontjait az abra szerint betiiztiik meg: P, Q, R, S,

T.

a) Hany olyan haromszog lathaté az abran, amelyek
mindharom csiicsa a megjelolt 10 pont koziil valo,
és mindharom oldalegyenese az ABCDE 0tszog
oldalegyenesei és atloegyenesei koziil keriil ki? (8
pont)

b) Tudjuk, hogy az ABCQ négyszog teriilete120 cm?.
Mekkora az ABCDE otszog teriilete? Valaszat
egész értékekre kerekitve adja meg! (4 pont)

c) Tekintsiik azt a tiz csiicsi grafot, amelyet a megadott abra szemléltet.
Errél a grafrél fogalmaztunk meg két allitast. Allapitsa meg mindkét
allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Adjon rovid magyarazatot a valaszra!
1.allitas: Ennek a grafnak 20 éle van.
2.allitas: Ebben a grafban van olyan részgraf, amely nyolc éli kor.

(4 pont)
Megoldas:
a) Ldasd: Sikgeometria 9. feladat
b) Lasd: Sikgeometria 9. feladat
c) 1. allitas IGAZ, (1 pont)
mert a 10 pont mindegyikének 4 a fokszama, a fokszamok 6sszege 40, ami az
élek szamanak kétszerese (1 pont)
2. allitas IGAZ (1 pont)
példaul ABCDEQPTA egy nyolcpontu koér (1 pont)

Osszesen: 16 pont

16) Adott négy, a valos szamok halmazan értelmezett fiiggvény:

£(x)=(x+4)(2-%)

g(x)=x+4

h(x)=x*-4

i(x) = x| -4

a) Hatarozza meg az f és g fiiggvények grafikonja altal kozrezart korlatos
sikidom teriiletét! (7 pont)

Egy négypontu graf csiucsait megfeleltetjiik e négy fiiggvénynek. Két

csucsot pontosan akkor kotiink Ossze éllel, ha a két megfelelo

fiiggvénynek van kozos zérushelye.

b) Rajzolja fel az igy kapott grafot! (4 pont)

A valos szamok halmazan értelemezett k fiiggvény zérushelye -5 és 3, az

m fiiggvény zérushelyei 3 és -3, az n fiiggvény zérushelyei pedig 5 és -5.

A p elséfoku fiiggvény hozzarendelési szabalya p(x)=x+c, ahol c egy

valos szam.

c) Hanyféleképpen valaszhato meg a c konstans értéke ugy, hogy a k, m,
n és p fiiggvényekre a b) feladatban megadott szabaly szerint
elkészitett négyponta graf fagraf legyen? (S pont)

Megoldas:
a) Lasd: Fiiggvények 45. feladat
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b) fzérushelyei -4 és 2,

g zérushelye -4, (1 pont)
h zérushelyei -2 és 2, (1 pont)
i zérushelyei -4 és 4. (1 pont)

. I
h \Jg

c) (A p-nek egyetlen zérushelye lehet.)
Fagrafban nincs izolalt pont, ezért p zérushelye csak a k, m, és n zérushelyinek

(1 pont)

valamelyike lehet: 3, -3, 5 vagy -5. (1 pont)
Ha a p zérushelye a 3 vagy a -5 lenne, akkor a grafban létrejéonne a k-p-m vagy
a k-p-n kor.

Ez tehat nem lehetséges. (1 pont)
A -3 lehet a p zérushelye (ekkor ¢ = 3). (1 pont)
Az 5 lehet a p zérushelye (ekkor ¢ =-5). (1 pont)
Tehat a c konstans értéke kétféleképpen valaszthaté meg. (1 pont)

Alternativ megoldas:
Ha a p zérushelye a 3 vagy a -5 lenne, akkor a grafban létrejonne a k-p-m vagy
a k-p-n kor.
Ez nem lehetséges. (1 pont)
Ha a p zérushelye nem a 3 és nem a -5, akkor a p-m, illetve a p-n élek kozul
csak az egyik létezhet (mert p-nek csak egy zérushelye van, de m-nek és n-nek
nincs ko6zos zérushelye); az 0sszefliggdéség miatt az egyiknek léteznie is kell.

(2 pont)
A p zérushelye lehet -3, és lehet 5 is, tehat kétféleképpen valaszthato meg a
konstans értéke (p(x)=x+3 vagy p(x)=x-5). (2 pont)

Osszesen: 16 pont

17) Egy nyomozas soran fontossa valt felderiteni azt, hogy az A, B, C, D, E, F
hattagi tarsasag mely tagjai ismerik egymast, azaz milyen a tarsasag
ismeretségi haloja (ismeretségi grafja). (Az ismeretség barmely két tag
kozott kolcsonos. A tarsasag két ismeretségi halgja akkor kiilonb6z6, ha
van két olyan tag, akik az egyik haloban egymasnak ismerdsei, de a
masikban nem.) A nyomozas soran az mar bizonyitotta valt, hogy A-nak
5, B-nek 4, C-nek 3 ismerdse van a tarsasagban. Ennél tobbet azonban nem
sikeriilt kideriteni, igy aztan D, E, F egymas kozotti ismeretségeirdl sincs
még semmilyen informacié.

a) Hanyféle lehet a D, E, F csoport ismeretségi halgja?
A friss bizonyitékok szerint a D, E, F csoportban mindenki ismeri a
masik két személyt. (3 pont)
b) Az osszes eddigi (a korabban és a frissen beszerzett) informaciot
figyelembe véve hanyféle lehet az A, B, C, D, E, F hattagu tarsasag
ismeretségi halgja? (9 pont)
A tovabbi informaciok kideritése érdekében a hattagu tarsasag tagjait 3
fos csoportokba szervezve hallgatjak ki. Minden olyan 3 fés csoport
kihallgatasat megszervezik, amelyben A és B egyiitt nincs jelen.
c) Osszesen hany ilyen csoportos kihallgatast kell szervezni? (4 pont)

Megoldas:
a) A {D,E,F} részgrafban 3 él lehet. (1 pont)
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b)

<)

A 3 él barmelyike vagy szerepel a grafban (ha a két személy ismeri egymast),
vagy nem, (1 pont)
ezért 2° = 8-féle ismeretségi graf (halé) lehetséges. (1 pont)
Az ismeretségi grafban A 6tédfoku pont, ezért minden mas ponttal 6ssze van
kotve, tovabba a D, E, F pontok mindegyike 6ssze van kétve a masik kettével.

Ez dertljon ki a megoldasbol. (1 pont)
Ha a fentieknek megfelel6 éleket berajzoljuk, akkor a B-b6él még 4
tovabbi 3, C-bdl még tovabbi 2 €lt kell meghtiznunk. (1 pont) 3B F
Két esetet vizsgalunk aszerint, hogy a BC €l benne van-e a
grafban, vagy sem. Ez deriljon ki a megoldasbol. (1 pont) r
4 I. eset: Ha a BC €l nincs benne a grafban, akkor
a negyedfoku B pont 0ssze van koétve a D, E, F
- ¥ pontok mindegyikével. Ez csak egyféleképpen
lehetséges. (1 pont)
¢ E A harmadfoku C-bél kiindulé6 maradék 2 élt
D ekkor 3-féleképpen huzhatjuk be. Az I. esetben
tehat 3 lehetéség van Osszesen. (C-t 6sszekotjuk a D, E, F
pontok kozil valamelyik kettével) (1 pont)
II. eset: Ha a BC él benne van a grafban, akkor a B-bél
kiindulé maradék 2 ¢élt 3-feleképpen A
huzhatjuk be (B-t 6sszekétjuk a D, E, F
pontok kézul valamelyik kettével). (1 pont)

Szintén 3 -féleképpen huzhaté be a C-bdl
indulé harmadik €l (C-t 6sszekétjik a D, E, F
pontok valamelyikével). (1 pont) D
Ekkor 3:-3 =9 esetet kapunk. (1 pont)
Lasd: Kombinatorika 47. feladat

Alternativ megoldas:

a)

Az ismeretségi grafban az élek szama négyféle lehet: O, 1, 2, 3. (1 pont)
3 3

Ezek rendre 1, {lj =3, {2] =3 illetve 1 lehetéséget jelentenek (1 pont)

Osszesen 1+3+3+1=8 lehetdség van. (1 pont)

b) A nyolc lehetséges ismeretségi graf felrajzolasa.

Osszesen: 16 pont
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