2005-20XX Emelt szint

Fiiggvények - Analizis

Megoldasok
1) Legyen fés g a valos szamok halmazan értelmezett fiiggvény:
-1 hax<-1
f(x)=42x+1 ha-1<x<0 és g(x)=x*-2
1 hax>0

a) Abrazolja ugyanabban a koordinitarendszerben mindkét fiiggvényt!
Adja meg az f(x)=g(x) egyenlet valés megoldasait! (6 pont)
b) Szamitsa ki a két fiiggvény grafikonja altal kozrefogott zart sikidom

teriiletét!

Megoldas:

a) A fuggvények abrazolasa (2 pont)
-1=x">-2 egyenlet megoldasa x<-1 feltétel esetén
x=-1 (1 pont)
2x+1=x"-2 egyenletnek nincs megoldasa a |-1;0]
intervallumon (1 pont)
1=x*>-2 egyenlet megoldasa az x>0 feltétel esetén
x=+3 (1 pont)
Az f(x)=g(x) egyenletnek két megoldasa van: x, =-1
€s X, = J3 (1 pont)

b) Tekintsik az f és g  grafikonjat, ahol
A(-1;-1), B(0;1), C(v3;1), D(0;-2) (1 pont)
A vizsgalando6 sikidomot az AB, a BC szakaszok és az
ADC parabolaiv hatarolja (1 pont)
Vagjuk ketté a sikidomot az y tengellyel.
Tapep = Tapp + Tope (1 pont)

0 6]
TABD:j(f(x)—g(x))dxzJ.(—x2+2x+3)dx: (1 pont)
-1 -1
3 0
| -2y x4 3x _3 (1 pont)
3 L, 3
B B

513

0

A keresett tertilet nagysaga: §+ 2.3 ~5,13

(8 pont)
|
y /
\ /
\ /
[
\
\ /
\ 1
\ | / /
\ JANE:
/
N /

(1 pont)

(1 pont)

Osszesen: 14 pont
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2)

Legyen adott az f :[-2,5;2,5] > R, f(x)=x®-3x fiiggvény.

a) Hatarozza meg az f fiiggvény zérushelyeit! (4 pont)
b) Vizsgalja meg az f fiiggvényt monotonitas szempontjabol! (6 pont)
c) Adja meg az ffiiggvény legnagyobb és legkisebb értékét! (4 pont)

Megoldas:

a) Mivel x°®-3x= (x + «/§)x(x — \/5) , ezért f zérushelyei lehetnek x, = -3,
x, =0 és x3=\/§. (3 pont)
Az egyenlet mindharom gydke eleme az f értelmezési tartomanyanak, ezért
mindegyik zérushely jo megoldast ad. (1 pont)
b) Az f a teljes értelmezési tartomanyanak belsé pontjaiban differencialhato
figgvény, ezért a monotonitas megallapitasa és a szélséértékek megkeresése
az elsé derivalt eléjelvizsgalataval is toérténhet. (1 pont)
f'(x)=3x"-3 (1 pont)
Az els6 derivalt értéke O, ha x=-1és x=1. (1 pont)
Ezek az x értékek az értelmezési tartomany elemei. Készitstink tablazatot az
f' eléjelviszonyai alapjan, az f menetének meghatarozasara:
x | -2,58<x<-1 x=-1 -1<x<1 x=1 1<x<2,5
f' pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
f novekvé f(-1)=2 csokkené f(1)=-2 novekvé
Monotonitas megallapitasa a tablazat helyes kitoltése alapjan. (3 pont)
c) Az flokalis maximumot vesz fel az x=-1 helyen, a lokalis maximum értéke
f(-1)=2 (1 pont)
Az f lokalis minimumot vesz fel az x =1 helyen, a lokalis minimum értéke
f(1)=-2 (1 pont)
Mivel f(-2,5)=-8,125, a globalis minimum: -8,125 (1 pont)
Mivel f(2,5)=8,125, ezért a globalis maximum 8,125 (1 pont)
Osszesen: 14 pont
3) a) Abrazolja fiiggvény-transzformaciok  segitségével a [-3;4]
intervallumon az x> x* -2|x|- 3 hozzarendelési szaballyal megadott
fiiggvényt! (6 pont)

b) Legyen az f, a g és a h fiiggvények értelmezési tartomanya a valos
szamok halmaza, hozzarendelési szabalyuk: f(x)=x*-2x-3;
g(x)=x-3, h(x)=|x|.

Képezziink egyszeresen osszetett fiiggvényeket a szokasos moédon.
Példaul: (g f)(x) = g(f(x))=(x2 —2x—3)—3= x*-2x-6

Készitse el —a fenti példanak megfeleléen- az f, g és h fiiggvényekbdl
pontosan két Kkiilonb6z6 felhasznalasaval képezhetd egyszeresen
osszetett fiiggvényeket! Sorolja fel valamennyit! (6 pont)

c) Keressen példat olyan p és t, a valos szamok halmazan értelmezett
fiiggvényre, amelyre (pot)(x)=(t- p)(x)!

Adja meg a p és t fiiggvény hozzarendelési szabalyat! (4 pont)
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Megoldas:
x*-2x-3, ha x>0 %
a x> ) (1 pont)
x*+2x-3, ha x<0 ]
(x—1)2—4, ha x>0 ‘ ,rl
X ) (1 pont) ' N
(x+1) -4, ha x<O0 \ W ¥
A grafikon két  Osszetevdjének  abrazolasa \
transzformacioval (2 pont)
A fuggvény képe a megadott intervallumon (2 pont)
b) Osszetett fliggvényhez a 3 fuggvény koziil 2-t kell kivalasztani a sorrendre
valo tekintettel, ezt 6-féleképpen tehetjuk meg. (1 pont)
A fﬁggvények: (go f)(x) =g(f(x))= (x2 —2x — 3) ~-3=x%-2x-6 (megadva)
= f(g(x))=(x-3)"-2(x-3)-3=x>-8x +12 (1 pont)
( h(f(x .wx -2x-3| (1 pont)
(fo :f(h(x ‘x ‘ 2|x|-3=x%-2|x|-3 (1 pont)
(g° g(h(x )=|x|-3 (1 pont)
(ho =h(g(x))=|x-3| (1 pont)
c) Egy egyszeri példa: p(x)=x+c és t(x)=x-c (ahol ¢ nullatél kiilénbdzd
konstans) (1 pont)
(pot)(x)=(x+c)-c=x (1 pont)
(tep)(x)=(x—-c)+c= (1 pont)
Tehat (p t)( )= (t p)(x) (1 pont)
Osszesen: 16 pont
4) Egy arborétumban 1969 éta figyelik a fik természetes novekedését. Ugy

tapasztaltak, hogy a mandzsu fiizfa magassagat kozelitéen jol irja le az

m( ) 12 - % képlet; a hegyi mamutfenyo magassagat kozelitéen jol

irja le a kévetkezé formula: h(t)=5-,/0,4t+1+0,4.
Mindkét formulaban t az 1969 éta eltelt id6t jeléli években (t>1), és a

magassagot méterben szamoljak.

a) Szemléltesse a mandzsu fuzfa és a hegyi mamutfenyé magassaganak
valtozasat, olyan kozos oszlopdiagram, amely a magassag értékét az
1970 és 2000 kozotti idészakban 10 évenként mutatja! A diagramon

tiintesse fel a szamitott magassagértékeket! (6 pont)
b) A mamutfenyo melyik évben érte el 10,5 méteres magassagot?
(4 pont)

c) Indokolja, hogy nem lehet olyan fa az arborétumban, amely
magassagat a g(t)=t°>-16,5t> + 72t +60 képlet irja le. (A
magassagot centiméterben szamoljak, t az 1985 o6ta eltelt id6t jeloli
években, és t <21.) (6 pont)
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Megoldas:

a)

b)

S)

Tablazatba foglaljuk a képletek altal kiszamitott magassagokat az eltelt évek

figgvényében: (2 pont)
1970 1980 | 1990 | 2000
t 1 11 21 31
m(t) 7 11,2 | 11,5 | 11,7
h(t) 6,3 12,0 | 15,7 | 18,7
Helyes abrazolasok: (4 pont)
Méter 20 4 18,7
» 15,7 B
Noew B
6 I r— S 35t 35t
\ s \ i \ e
4 \ i \ i \ i
0 i i 1
1970 1980 1990 2000
Bmandzsu fiizfa  Bhegyi mamutfenyd
Megoldand6 a 10,5 =5-4/0,4t+1+0,4 egyenlet (1 pont)
Rendezés utan kapjuk, hogy t = 7,7 (2 pont)
A kivant magassagot a mamutfenyd a 8. évben érte el, vagyis
1969 + 8 =1977-ben. (1 pont)
A megadott fliggvény monotonitasat, az elsé derivalt el6éjel-vizsgalataval
allapitjuk meg. (1 pont)
A derivalt: g'(t)=3t>-33t+72 (2 pont)
A derivalt értéke O, ha t=3 vagy t=8 (1 pont)

A derivalt mindkét nullhelyénél eléjelet valt, a két nullhely kézotti t értékekre
a derivalt negativ, ezért a g(t) figgvény ezen a tartomanyon 3 <t <8 szigoru
monoton csékkend. (1 pont)
A fa magassaga nem csokkenhet az arborétumban, ezért a g(t) fuggvény
egyetlen fa novekedését sem irhatja le. . (1 pont)

Osszesen: 16 pont

a) Hatarozza meg a valos szamoknak azt a legbovebb részhalmazat,

amelyen a Vx> - 6x + 9 kifejezés értelmezhetd! (2 pont)
b) Abrazolja a [—5; 8:| intervallumon értelmezett f:xm Vx*>-6x+9
fiiggvényt! (S pont)

c) Melyik allitas igaz és melyik hamis a fenti fiiggvényre vonatkozéan?
Valaszat irja a sor végén lévo téglalapba! (Az indoklast nem kell
leirnia.)
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A: Az f értékkészlete: [0;5]
B: Az f fiiggvény minimumat az x = -3 helyen veszi fel.
C: Az ffiiggvény szigoriian monoton né a [4;8] intervallumon.

(3 pont)
A
B
C
3
d) Hatarozza meg az I (x2 -6x+ 9)dx értékeét! (6 pont)
-3
Megoldas:
a) Ldasd: Abszolutértékes és gyokos kifejezések 13. feladat
&Y
b) |(x-3) =|x-3 (2 pont)
Abra... (3 pont) | :
c) A: Hamis (1 pont) S
B: Hamis (1 pont)
C: Igaz (1 pont)
3 X 3
d) (x2 —6x+ 9) dx = {— -3x* + Qx} = (3 pont) :
-3 3 -3 534 |1 3 % B
=(9-27+27)-(-9-27-27) = = ey
=72 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

6) Adott az ffiiggvény: f:]-1,6] - R; f(x)=-4x°+192x
a) Hatarozza meg [ zérushelyeit és elemezze az f fiiggvényt
monotonitas szempontjabol! (7 pont)
Jeldlje c az f értelmezési tartomanyanak egy pozitiv elemét
b) Hatarozza meg c értékét ugy, hogy az x tengely [0;c] szakasza, az

x —c =0 egyenleti egyenes és az f grafikonja altal kozbezart sikidom

teriilete 704 teriiletegységnyi legyen! (9 pont)
Megoldas:

a) A —4x(x2 - 48) =0 egyenlet |-1;6[ intervallumba esé egyetlen megoldasa a O.

(2 pont)

f derivaltjanak hozzarendelési szabalya: f'(x)=-12x*+192 (1 pont)

A derivaltfuggvény ]-1;6[ intervallumba es6 egyetlen zérushelye 4. (1 pont)

Itt a derivalt el6jelet valt, mégpedig pozitivbol negativba (1 pont)

Az f fiiggvény tehat monoton névekszik a |-1;4] intervallumon és

monoton csékken a [4;6[ intervallumon. (2 pont)

b) A [0;c] intervallumon f(x)>0 (1 pont)

ezért J.(—4x3 + 192x) dx =704 egyenletet kell megoldani a [0;6[ intervallumon
0]

(2 pont)
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c

J‘(—4x3 -+ 192x) dx = [—x4 +96x° ]Z (2 pont)
0
[—x“ +96x° ]Z =—c*+96¢” (1 pont)
4 2 _

c +96c” =704 (1 pont)
c*-96c* +704=0
Megoldoképlettel: ¢* =8 vagy c* =88 (1 pont)
Az értelmezési tartomanyban az egyetlen pozitiv megoldas: ¢ = J8 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

7) a) Ertelmezziik a valés szamok halmazin az f fiiggvényt az

F(x)=x®+kx® + 9x képlettel! (A k paraméter valdés szamot jelsl).
Szamitsa ki, hogy k mely értéke esetén lesz x =1 a fiiggvény lokalis
szélséértékhelye!

Allapitsa meg, hogy az igy kapott k esetén x =1 a fiiggvények lokalis
maximumhelye vagy lokalis minimumhelye!

Igazolja, hogy a k ezen értéke esetén a fiiggvénynek van masik

lokalis széls6értékhelye is! (11 pont)
b) Hatarozza meg a valés szamok halmazin a g(x)= x° - 9x* képlettel
értelmezett g fiiggvény inflexios pontjat! (S pont)

Megoldas:

a) A differencialhato f figgvénynek az x =1 akkor lehet szélséértékhelye, ha itt
az elsé derivaltja nulla (1 pont)
Mivel f'(x)=3x>+2kx+9 (1 pont)
Ezért f'(1)=3+2k+9=0 (1 pont)
Innen k=-6 (1 pont)
Erre a k értékre f'(x)=3x"-12x+9 (1 pont)
A masodfoku polinom szorzatalakja: f'(x)=3-(x-1)-(x-3) (2 pont)
Az x =1 helyen a derivalt pozitivbol negativba valt (1 pont)
ezért itt az ffiiggvénynek lokalis maximuma van (1 pont)
A derivalt x =3 helyen negativbol pozitivba valt (1 pont)
ezért itt az ffiiggvénynek lokalis minimuma van (1 pont)

b) Mivel g'(x)=3x"-18x (1 pont)
Ebbél g"(x)=6x-18 (1 pont)
A masodik derivalt zérushelye x =3 (1 pont)
Itt a masodik derivalt el6jelet valt (1 pont)
A g fuggvény egyetlen inflexios pontja az x =3 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

8) Adott a K(t)=t>+6t+5 polinom. Jelslje H a koordinatasik azon

P(x;y) pontjainak halmazat, amelyekre K(x)+ K(y)<O.
a) A H halmaz pontjai koziill véletlenszeriien kivalasztunk egyet.

Mennyi annak a valosziniisége, hogy a kivalasztott pont az C(—3; 3)
ponttol 2 egységnél nem nagyobb tavolsagra van? (9 pont)

Az f fiiggvényt a kovetkezoképpen definialjuk:

F:RoR, f(x)=x*>+6x+5
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b) Szamitsa ki az f fiiggvény grafikonja és az x tengely altal kozbezart

sikidom teriiletét! (7 pont)
Megoldds:
a) Ldasd: Koordindtageometria 6. feladat
b) Az ffuggvény zérushelyei -5 és 1 (1 pont)
Mivel f féegytitthatéja pozitiv, a masodfoku fliggvény a két zérushelye kozott
negativ értékeket vesz fel. (1 pont)
A kérdéses tertlet a fliggvény két zérushely kozotti integraljanak —1-szerese
(1 pont)
-1 3 -1
T:—j(xz+6x+5)dx:—{%+3x2+5x} (2 pont)
5 5
behelyettesités utan, (1 pont)
a keresett tertilet nagysaga % . (1 pont)

Osszesen: 16 pont
9) Egy egyenld szari haromszog szarainak metszéspontja C(0;7) pont, a

szarak hossza 53 egység. A haromszog masik két csucsa (A, B)

illeszkedik az y = —%xz + 1 egyenletii parabolara.

a) Szamitsa ki az A és a B pont koordinatait! (6 pont)
b) Irja fel az ABC haromszog egyik szaregyenesének egyenletét! Ennek
az egyenesnek és a parabolanak tovabbi kozos pontja D. Hatarozza

meg a D pont koordinatait! (4 pont)
c) Mekkora teriiletii részekre bontja az ABC haromszoget a parabola
ive? (6 pont)
Megoldas: \
a) Lasd: Koordinatageometria 8. feladat 1
b) Lasd: Koordindtageometria 8. feladat
AB-m, 4.7 A
c) Az ABC haromszog terulete: 5 ¢ = 5 =14 (1 pont) \
A parabola két részre osztja a haromszoget. //1 \
A kisebbik rész tertiletének fele a szimmetria miatt: = 1\\<
2 N
J.(—lxz+1)dx:i (2 pont)
L4 3
A haromszognek parabolaiv ala esé terulete: % (tertiletegység) (1 pont)
) " . . . 8 34
A haromszognek a parabolaiv felé esd tertuilete: 14 — 33 (te) (1 pont)

Osszesen: 16 pont
10) Adott f és g fiiggvény.

f: D, =R\{k-g;keZ} x > (tgx + ctgx) - sin2x

a) Igazolja, hogy az igy definialt f fiiggvény konstans! (3 pont)
g: D,=[-7;7] x> x*-6|x|

b) Szamitsa ki g fiiggvény zérushelyeit! (3 pont)

c) Adja meg g fiiggvény értékkészletét! (6 pont)
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Megoldas:
a) Az értelmezési tartomanyon minden x esetén

f(x)=(tgx+ctgx)-sin2x = (smx 4 908 xj -sin2x = (1 pont)

cosx sinx

2 2
sin® x +cos” x .
= -2sinxcos x = (1 pont)

sinx-cos x
) (1 pont)
x*—6x=x(x-06) (72)x=0
g(x)= , ha
x* +6x=x(x+6) (-7<)x<0
ezért a g figgvénynek harom zérushelye van: -6; 0; 6 (1 pont)
c) A g(x) kifejezést atalakithatjuk:

b) (2 pont)

x? —6x=(x-3)" -9 0<x(<7)
g(x)= , , ha (2 pont)
x*+6x=(x+3) -9 (-7<)x<0
innen kovetkezik, hogy
a legkisebb fliggvényérték g(3)=g(-3)=-9 (1 pont)
a legnagyobb fuggvényérték g(7)=g(-7)=7 (1 pont)
A g (folytonos) fiiggvény értékkészlete: R, =[-9;7] (2 pont)

Osszesen: 12 pont

4x® 3x*? 2x

11) Legyen f(x)=- + +>~— - a, ahol a pozitiv valés szim és x c R.
a a a
a) Igazolja, hogy jf(x)dx =-a’+a! (6 pont)
0
b) Mely pozitiv a szamokra teljesiil, hogy I f(x)dx=07? (4 pont)
]

c) Az x mely pozitiv valés értéke lesz a g(x)=-x°+x fiiggvények
lokalis (helyi) minimuma? (6 pont)
Megoldas:
a) Az ffliggvény integralhato.

a 3 2 4 3 2 @
I _ax +3x +2—x—a de=|-2+2 X _ax| = (4 pont)
0 a a a a a a o
4 3 2
:_a_+a_+a__a2: (1 pOHt)
a a a
--a*+a (1 pont)

b) Megoldandé (az a € R™ feltétel mellett) a

—a’ +a >0 egyenlétlenség (1 pont)
(a+1)-a-(1-0)=0 (1 pont)
Mivel a >0, igy az els6 két tényez6 pozitiv, ezért 1-a >0 (1 pont)
Az a lehetséges értékeinek figyelembe vételével: O <a <1 (1 pont)

c) A nyilt intervallumon értelmezett (x € R) g fliggvény differencialhaté.

g'(x)=-3x+1 (1 pont)
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A lehetséges szélséértékhely keresése: -3x> +1=0 (1 pont)
A lehetséges széls6éértékhely: x = % (e Df) (1 pont)
g"(x)=-6x (1 pont)
1 6
L 12_ % o 1 pont
(%)% i pont)
Tehat az x = 1 lokalis minimumbhely. (1 pont)

NG

Osszesen: 16 pont

12) Az x*> =2y egyenletii parabola az x>+ y? <8 egyenletii korlapot két
részre vagja. Mekkora a konvex rész teriilete? Szamolasa soran ne

hasznalja a © kozelito értékét! (16 pont)
Megoldas:

Az x* +y® =8 egyenletu kor kézéppontja és a parabola

tengelypontja is az origo (O) (2 pont) p .

A metszéspontok meghatarozasa:
2y = x°

>y’ +2y-8=0y,=2= y,=-4 (3 pont)
x> +y’=8

amelyek kozil az y =2 a feladatnak megfelel6

A CD hur a korlapbdl egy olyan korszeletet vag le,
amelynek a kdzépponti szdge g(= 90°), mert (1 pont)
az OD és OCis egy-egy négyzet atloja (1 pont)

korszelet

:%r2 (a—sina) =

igy a terulete: ] (2 pont)
=—-8-(E—sin5j =2n-4
2 2 2
A parabolabédl a CD hur altal levagott parabolaszelet tertlete:
Xy 2 2 .2
b b's
Tparabolaszelet = TABCD - J‘ ?dx =4-2- _[ 7 =
i B N (5 pont)
3
g X _g_ i_(_ij _16
6 |, 3 3 3
A konvex rész terulete:
16 4
T = Tkérszelet + Tparabolaszelet = 27[: - 4 + ? = 211: + 5 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

13) Egy kozmetikumokat gyartoé vallalkozas nagy tételben gyart egyfajta
krémet. A termelés havi mennyisége (x mennyisége) 100 és 700 kg kozé
esik, amelyet egy megallapodas alapjan a gyartas honapjaban el is adnak
egy nagykereskedonek. A megallapodas azt is tartalmazza, hogy egy
kilogramm krém eladasi ara: (36-0,03x) euré. A krémgyartassal
osszefiiggo havi kiadas (koltség) is fiigg a havonta eladott mennyiségtol.
A krémgyartassal osszefiiggo havi kiadast (koltséget) a
0,0001x® — 30,12x + 13000 osszefiiggés adja meg, szintén euréban.
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a) Szamitsa ki, hogy hany kilogramm krém eladasa esetén lesz az
eladasbol szarmazé havi bevétel a legnagyobb! Mekkora a legnagyobb
havi bevétel? (6 pont)

b) Adja meg a krémgyartassal elérheto legnagyobb havi nyereséget!
Hany kilogramm krém értékesitése esetén valéosul ez meg?

(nyereség = bevétel — kiadas) (10 pont)

Megoldas:

a) Az eladasbél szarmazé havi bevétel: x(36—0,03x)eurd. (1 pont)
Az x+-0,03x*+36x (xeR), maximummal rendelkezé masodfoku
flggvény. (1 pont)
A fuggvény zérushelyei O és 1200, (1 pont)
ezért a figgvény maximumbhelye 600. (1 pont)
Ez az érték a feltételek szerinti intervallumba tartozik. (1 pont)
A legnagyobb bevételt tehat 600 kg termék értékesitése esetén érik el, a
legnagyobb bevétel 10 800 euro. (1 pont)

b) A havi nyereség a havi bevétel és a havi kiadas ktilénbségével egyenld. A havi

nyereséget az x> —0,03x°+36x —(O, 0001x° -30,12x + 13000) (100 < x < 700)

figgvény adja meg (1 pont)
A nyereséget leir6 figgvény:
x + —-0,0001x° —0,03x> + 66,12x -13000 (100 < x < 700) (1 pont)
Ez a figgvény derivalhato, és derivaltja az
x - —0,0003x —0,06x +66,12 (100 < x < 700) fuggvény (1 pont)
A -0,0003x” —0,06x+66,12=0 egyenletnek (x*+200x-220400=0) egy
negativ (x, =-580) és egy pozitiv (x, = 380) valos gydke van (1 pont)
A derivaltfaggvény a |100;380][ intervallumon pozitiv (1 pont)
az ]380;700| intervallumon negativ (1 pont)
tehat a nyereségfliiggvény 380-ig szigorian né, majd szigorian csdkken

(1 pont)
A vizsgalt figgvénynek tehat egy abszolut maximumhelye van és az a 380

(1 pont)
A legnagyobb fliggvényérték 2306,4 (1 pont)
A legnagyobb havi nyereség tehat 380 kg termék eladasa esetén
keletkezik, értéke 2306,4 eurd (1 pont)

Osszesen: 16 pont

14) A nyomda egy plakatot 14400 példanyban allit el6. A koltségeket csak a

nyomtatashoz felhasznalt nyomoélemezek (klisék) darabszamanak
valtoztatasaval tudjak befolyasolni. Egy nyomodlemez 2500 Ft-ba keriil,
és a nyomodlemezek mindegyikével o6ranként 100 plakat késziil. A
nyomolemezek aran feliil, a lemezek szamatol fiiggetleniil, minden
nyomtatasra forditott munkaéra tovabbi 40000Ft koltséget jelent a
nyomdanak. A raforditott ido és az erre az idore juto koltség egyenesen
aranyos.
a) Mennyi a nyomodlemezek aranak és a nyomtatasra forditott
munkaérak miatt fellépo koltségek osszege, ha a 14400 plakat

kinyomtatasahoz 16 nyomodlemezt hasznalnak? (4 pont)
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b) A 14400 plakat kinyomtatasat a nyomda a legkisebb koltséggel
akarja megoldani. Hiny nyomodlemezt kell ekkor hasznalnia? Mennyi
ebben az esetben a nyomodlemezekre és a raforditott munkaiddére juto
koltségek osszege? (12 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Széveges feladatok 8. feladat
b) Ha a nyomda x darab nyomolemezt hasznal, akkor ennek a koltsége 2500x.

(1 pont)
Az x darab lemezzel oranként 100x darab plakat készul el, ezért a 14400
darab kinyomtatasa 4400 _Lad orat vesz igénybe, (1 pont)
100x X
6
és ez tovabbi 5,76-107 forint. (1 pont)

X

6
A két koltség osszege K (x)=2500x + 5,76-107 , ahol x pozitiv egész. (1 pont)
x
Tekintstik a pozitiv valos szamok halmazan a K utasitasa szerint értelmezett
flggvényt. (1 pont)
Az igy megadott K fliggvény minimumat keresstik. A K fliggvény derivalhato
6
és minden O < x esetén K'(x)=2500- 5’76—210 : (1 pont)
x
A széls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy K'(x)=0 (1 pont)
6
2500 - 5’76—210 =0, innen x* =2304 (1 pont)
x
x=48, mert x>0 (1 pont)
Annak igazolasa, hogy az x =48 (abszolut) minimumbhely:
7
[K"(x) = 1’1523 0 j (1 pont)
x

Azaz 48 nyomoélemez alkalmazasa esetén lesz minimalis a koltség. (1 pont)
48 darab nyomolemez alkalmazasa esetén a nyomolemezekre és a raforditott

munkaidére juto kéltségek 6sszege: K(48)=240000Ft (1 pont)
Osszesen: 16 pont

15)a) Két szabalyos dobokockat egyszerre feldobunk. Szamitsa ki a
kovetkezo két esemény valosziniségét:
A: a dobott szamok dsszege prim
B: a dobott szamok Osszege oszthato 3-mal (6 pont)
b) Az 1,2,3,4,5,6 szamjegyekbol véletlenszerien kivalasztunk harom
kiillonb6z6ét. Mennyi a valdszinisége annak, hogy a kivalasztott
szamjegyek mindegyikének egyszeri felhasznalasaval 4-gyel oszthato

haromjegyu szamot tudunk képezni? (S pont)
c) Az ABCD négyzet cstucsai: A(0;0), B(%;O), C(g;g), D(O; g]

Véletlenszeriien kivalasztjuk a négyzet egy bels6é pontjat. Mennyi a
valoszinliisége annak, hogy a kivalasztott pont a koordinatatengelyek

és az f: [O;g} — R, f(x)=cosx fiiggvény grafikonja altal hatarolt

tartomany egyik pontja? (5 pont)
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Megoldas:

a)
b)
c)

Lasd: Valészintuiségszamitas 14. feladat
Lasd: Valészintiségszamitas 14. feladat
A négyzet és az f fliggvény grafikonjanak felvétele

kozelité pontossaggal (1 pont)
2 m|o [

A négyzet terulete % (1 pont)

A koordinatatengelyek és az f fliggvény grafikonja

2
altal hatarolt tartomany terulete: I cos xdx =
]

(1 pont)
=[sin x]§ = sing ~sin0 =1 (1 pont)
A valoszinliség kiszamitasanak geometriai modelljét alkalmazva, a keresett
valoszintiség: P = % = Tci; ~ 0,405 (1 pont)
4

Osszesen: 16 pont

16) Legyen p valéos paraméter. Tekintsiik a valés szamok halmazan

értelmezett f  fiiggvényt, amelynek hozzarendelési szabalya
f(x)=-3x*+(p-3)x*+ p°x-6.
2
a) Szamitsakia I f(x)dx hatarozott integralt, ha p=3. (4 pont)
o
b) Hatarozza meg p értékét ugy, hogy az x =1 zérushelye legyen az f
figgvénynek! (3 pont)
c) Hatarozza meg p értékét ugy, hogy az f fiiggvény derivaltja az x=1
helyen pozitiv legyen! (7 pont)
Megoldas:
a) Ha p=3, akkor f(x)=-3x"+9x-6 (1 pont)
2 2
[(-3x>+9x-6)dx=[-0,75x"* +4,5x* ~6x] = (2 pont)
0 0
=—6 (1 pont)
b) -3+(p-3)+p°-6=0 (1 pont)
Rendezve: p’+ p—-12=0 (1 pont)
Ennek a megoldasabol adodik, hogy p=3 vagy p=-4 esetén lesz a
megadott figgvénynek zérushelye az 1. (1 pont)
c) Derivaltfliggvény: f'(x)=-9x"+2(p-3)x+ p°. (2 pont)
x =1-hez tartozo helyettesitési érték: p> +2p —15. (1 pont)
p> +2p—-15>0 egyenlétlenség megoldhaté. (1 pont)
p°+2p—-15=0 egyenlet megoldasai 3 és 5. (1 pont)
mivel p”> +2p-15>0 bal oldalanak féegytitthatéja pozitiv. (1 pont)
ezért az egyenlétlenség teljestil, ha p < -5 vagy p> 3. (1 pont)

Osszesen: 14 pont
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17)a) Abrazolja derékszogi koordinatarendszerben az
F:[0:7] >R, f(x)= ‘xz —-6x+ 5‘ fiiggvényt! (4 pont)
b) Adja meg az f fiiggvény értékkészletét! (2 pont)
c) A p valos paraméter értékétol fiiggden hany megoldasa van az
‘xz - 6x+ 5‘ = p egyenletnek a [0;7] intervallumon? (8 pont)
Megoldas:
a) f(x)=|x*-6x+5|=|(x-3)" -4 (1 pont)
Helyes abra. (3 pont) i”
b) fértékkészlete: [0;12] (2 pont) II
c) A lehetséges megoldasok a grafikonrol leolvashatok : /
(1 pont) I\
Ha p <0, akkor nincs megoldas (1 pont) ‘ \ [\ /
Ha p =0, akkor 2 megoldas van (1 pont) : - .
Ha O < p <4, akkor 4 megoldas van (1 pont)
Ha p =4, akkor 3 megoldas van (1 pont)
Ha 4 < p< 5, akkor 2 megoldas van (1 pont)
Ha 5< p <12, akkor 1 megoldas van (1 pont)
Ha 12 < p, akkor nincs megoldas (1 pont)

Osszesen: 14 pont

18) Egy iizemben olyan forgashenger alaki konzervdoboz gyartasat
szeretnék elkezdeni, amelynek térfogata 1000 cm3. A doboz aljanak és
tetejének anyagkoltsége 0,2 cm?/Ft, mig oldalinak anyagkoltsége
0,1 cm?/Ft .

a) Mekkorak legyenek a konzervdoboz méretei (az alapkor sugara és a
doboz magassaga), ha a doboz anyagkoltségét minimalizalni akarjak?
Valaszat cm-ben, egy tizedesjegyre kerekitve adja meg! Szamitsa ki a
minimalis anyagkoltséget is egész forintra kerekitve! (13 pont)

A megtoltott konzervdobozokat tizenkettesével csomagoltak

kartondobozokba. Egy ellendrzés alkalmaval 10 ilyen kartondoboz

tartalmat megvizsgaltak. Minden kartondoboz esetén feljegyezték, hogy

a benne talalhato 12 konzerv kozott hany olyat talaltak, amelyben a

toltosily nem érte el az eldirt minimalis értéket. Az ellenérok a 10

kartondobozban rendre O, 1, O, O, 2, O, O, 1, 3, O ilyen konzervet

talaltak, s ezeket a konzerveket selejtesnek mindsitették.

b) Hatarozza meg a kartondobozonkénti selejtes konzervek szamanak

atlagat és az atlagtol mért atlagos abszolut eltérését! (3 pont)
Megoldas:

a) Ha r a doboz alapkérének sugara m pedig a doboz magassaga cm-ben meérve,
akkor V =r’mm ahonnan m = ; = @ (1 pont)

r'm r°m
Az alap- és a fedélap egylittes anyagkoltsége r fliggvényében 0,2 -2r’n (1 pont)
A palast anyagkoltsége 0,1-2rm- % = 200 (2 pont)

r°m r

A teljes anyagkoltség r > 0 esetében
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b)

f(r)=0,4r’n+ 200 (1 pont)
r
Az f figgvénynek a pozitiv szamok halmazan ott lehet minimuma, ahol
derivaltja O. (1 pont)
f(r)=0,8rn- @ (2 pont)
r
: 200
r)=0Ohar|= ~4,3 1 pont
£(r) ( 0 an (1 pont)
" 400 L . v
f (r)=0,8n+——>0 ezért itt valoban minimalis f értéke (1 pont)
r
Minimalis anyagko6ltséghez tartoz6 magassag
m=10200 ~17,2 cm (1 pont)
rem
Tehat a minimalis anyagkoltség egész forintra kerekitve 70 Ft. (2 pont)

Léasd: Statisztika 18. feladat
Osszesen: 16 pont

19) Egy teherszallité taxikat iizemeltetd tarsasag egyik, elsésorban varosi

forgalomban alkalmazott kocsijanak teljes miikodtetési koltsége két
részbol tevodik Ossze:

e az ilizemeltetési koltség me atlagsebesség esetén 400+ 0,8x Ft

kilométerenként;
e a gépkocsivezeto alkalmazasa 2200 Ft oranként.
a) Mekkora atlagsebesség esetén minimalis a kocsi kilométerenkénti

mukodtetési koltsége? Valaszat Tm-ban, egészre kerekitve adja

meg! (8 pont)
b) A tarsasag emblémajanak alaprajzat az f és -—f fiiggvények
grafikonjai altal kozrezart sikidommal modellezhetjiik, ahol

Jx ha x € [0;4]
F:]0:6] >R, f(x)=19 52 _
[0;6] (%) =1 x 122x+36 ha x < 4;6]
Szamitsa ki az embléma modelljének teriiletét! (8 pont)

Megoldas:

a)

A tehertaxi mukodtetésének  kilométerenkénti  teljes  koltsége az

Uzemeltetésbdl szarmazoé 400 +0,8x (Ft) koltségbdl, és a vezetd 2200 (Ft)
munkadijabol tevédik 6ssze kam atlagsebesség esetén. (1 pont)
A teljes koltseget 1 kilométerre forintban az
f:R" >R, f(x)=400+0,8x+ 2200 fliggvény adja meg. (1 pont)
Az f-nek csak ott lehet szélséértéke, ahol az elsé derivaltja O. (1 pont)
F(x)= 0,820 (1 port)
f'(x) =0 pontosan akkor teljestil, ha 0,8x* =2200. (1 pont)
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b)

Ebbél x =+/2750 = 52,44 . (1 pont)
Mivel f"(x)= 44(3)0 >0 (x>0), tehat a faggvény masodik derivaltja
mindenhol, igy 52,44-ben is pozitiv, ezért f-nek itt valoban minimuma van.

(1 pont)
Tehat (egészre kerekitve) 52 km/h atlagsebesség esetén minimalis a kocsi
kilométerenkénti mtkodtetési koltsége. (1 pont)
J6 abra. (1 pont) 1z
A kérdéses terulet: 3t

T = z[jfdx+j 12’”36de (2 pont)
A zarojelben szerepld elsé tag primitiv

3
fuggvénye: %xz (: %x\/;) , (1 pont)

)

3
a masodik tagé pedig: % —~3x” +18x .(1 pont)

Alkalmazva a Newton-Leibniz tételt:

e ey

=2 (E - O] (36 - “ﬁ] = Q(E + ij = 4—0, tehat az embléma modelljének
3 3 3 3 3

tertilete % tertiletegyseég. (2 pont)

Osszesen: 16 pont

20) Az ABCDEF szabalyos hatszoégben a rovidebb atlé hossza 52 .

a) Szamolja ki a hatszog teriiletének pontos értékét! (6 pont)
b) Az ABCDEF hatszog oldalfelez6 pontjai altal meghatarozott szabalyos
hatszog teriiletét jelolje t,, a t, teriiletii hatszog oldalfelez6 pontjai

altal meghatarozott szabalyos hatszog teriiletét t,, és igy tovabb,

képezve ezzel a {t,} sorozatot. Szamitsa ki a lim(t, +¢,+...+¢,)
n—w

hatarértékét! (Pontos értékkel szamoljon!) (10 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Sikgeometria 19. feladat
b) A t terulettl szabalyos hatszdg oldala az ABC haromszog AC oldalahoz (mely

az eredeti hatszog révidebb atloja) tartozo kézépvonala, (1 pont)

hossza q, = #, (1 pont)
2

t1:6a14;/§:754;/§. (1 pont)

A kovetkezd szabalyos hatszog t, tertiletét megkaphatjuk példaul ugy, hogy a
t, teruleti hatszdég szomszédos oldalfelez6 pontjait 6sszek6té szakaszok altal
a hatszogbdl levagott haromszdgek tertiletének 6sszegét levonjuk ¢ -bdl.
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2
a, .
-+ - 120°
( 2 j . 3.75V3( 2253
t,=t -6 = = . (2 pont)
2 16 16
A {t,} sorozat mértani sorozat, (1 pont)
amelynek hanyadosa g = z—z = % . (1 pont)
1

A kérdéses hatarérték annak a mértani sornak az 6sszege, amelynek elsé

tagja t, = @ , hanyadosa pedig g = % (1 pont)

Igy lim(t1+t2+...+tn):1L: (1 pont)
n—o — q

=753. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

21)a) Derivaltfiiggvényének segitségével elemezze az f:]-2;3[ > R;

f(x)=x%-1,5x - 6x fiiggvényt a kovetkezé szempontok szerint:
novekedés és fogyas, lokalis szélsoértékek helye és értéke! (10 pont)
b) Adja meg azt a g:]-2;3[ > R fiiggvényt, amelyre igaz, hogy g'= f
(tehat az f fiiggvény a g derivaltfiiggvénye) és ezen kiviil g(2) =0 is

teljesiil! (4 pont)
Megoldas:
a) Az fderivaltfiggvénye:
(f:]-23[ > R) f'(x)=3x>-3x-6. (1 pont)
f' zérushelyei: -1 és 2. (1 pont)
Az f' masodfoku fuggvény féegyttthatoja pozitiv, ezért [’ értékei x<-1
esetén pozitivak, —1< x <2 esetén negativak, 2 < x esetén pozitivak. (1 pont)
Az ffliggvény menete ezek alapjan:
a ]|-2;-1] intervallumon (szigorian monoton) névekvé; (1 pont)
az x =-1 helyen (lokalis) maximuma van, (1 pont)
amelynek értéke 3,5; (1 pont)
a [-1;2] intervallumon (szigorian monoton) csékkené; (1 pont)
az x =2 helyen (lokalis) minimuma van, (1 pont)
amelynek értéke -10; (1 pont)
a [2;3[ intervallumon (szigoraian monoton) névekvo. (1 pont)
x | 2<x<-1 x=-1 -1<x<2 x=2 2<x<3
f' f'(x)>0 f'(x)=0 f'(x)<0 f'(x)=0 f'(x)>0
maximum minimum
d ! f(-1)=3,5 v F(2)=-10 T
b) Mivel g az f-nek egyik primitiv figgvénye:
4 3
g(x):%—%—3x2+c (ceR). (1 pont)
Mivel g(2)=4-4-12+c=0, (1 pont)
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ezért c =12, (1 pont)

x*  x®
és igy g(x)=T—?—3x2+12. (1 pont)
Osszesen: 14 pont
22) Kovacs ur a tetoterébe egy téglatest alaku beépitett szekrényt készittet.
Két vazlatot rajzolt a terveirdl az asztalosnak, és ezeken feltiintette a
tetotér megfelel6o adatait is. Az els6 vazlat ,térhatasi”, a masodik pedig

elolnézetben abrazolja a szekrényt.

4m
III J X
‘ I
Q@
A |

45°

A tetotér adottsagai miatt a szekrény mélységének pontosan 60 cm-nek

kell lennie.

a) Mekkora legyen a szekrény vizszintes és fiiggoleges mérete (azaz a
szélessége és a magassaga), ha a leheto legnagyobb térfogata
szekrényt szeretné elkészittetni? (A magassag, a szélesség és a
mélység a szekrény kiils6 méretei, Kovacs ur ezekkel szamitja ki a
térfogatot.) (8 pont)

A szekrény elkésziilt. Az akasztos részébe Kovacs ur vasarnap este

7 inget tesz be, a hét minden napjara egyet-egyet. Az ingek ko6zott van

2 fehér, 2 vilagoskék és 3 sarga. Reggelente nagyon siet, ezért Kovacs ur

csak benyul a szekrénybe, és anélkiil, hogy odanézne, véletlenszeriien

kivesz egy inget.

b) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a hét els6 harom napjan vagy
harom kiilonb6z6 szini vagy harom egyforma szini inget valaszt?
(Ha valamelyik nap viselt egy inget, azt utana mar nem teszi vissza a
szekrénybe.) (8 pont)

Megoldas:

a) Ha a szekrény magassaga x meéter, akkor
szélessége az abran lathato egyenld szaru

haromszogek miatt 42 - 2x. (2 pont)

A térfogata pedig: V =0, 6x(4J§ -2x), 2 4

amennyiben 0 < x < 242 (1 pont) r il s z

Az x— 0, 6x(4\/§ - Qx) masodfoka 15° /- 45°
x 4v/2 — 2z x

fuggvénynek két zérushelye van, a O és a
242. (1 pont)
Igy a negativ féegylitthatdé miatt ennek a fliggvénynek a maximuma a két
zérushelye szamtani kézepénél, az x = J2 helyen lesz. (2 pont)
Mivel a +2 eleme a feladat értelmezési tartomanyanak, ezért a legnagyobb
térfogat szekrény magassaga korulbelil 1,41 méter, szélessége pedig

koérulbelul 2,83 méter lesz. (2 pont)
b) Ldsd: Kombinatorika 30. feladat, Valészintiségszamitas 30. feladat
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23) Adott sikbeli derékszogii koordinata-

rendszerben az y=3x*>-x° egyenleti
g6rbe. .r:l
a) Igazolja, hogy ha x € ]0;3[, akkor y > 0.

b) Irja fel a gorbe 3 abszcisszaji pontjaban

huzhato érintdjének egyenletét! d I
(abszcissza: elsé koordinata) ' (5 pont)
c) Szamitsa ki annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet a gorbe elso
siknegyedbe eso ive és az x tengely fog kozre! (5 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Szamelmélet 6. feladat
b) (A megadott gérbe az f(x)=3x"-x°, x € R fliggvény grafikonja.)
Ekkor f'(x)=6x-3x", (1 pont)
f'(3)=-9, (1 pont)
f(3)=0. (1 pont)
Az érint6 meredeksége tehat -9 (és atmegy a (3;0) ponton). (1 pont)
Az érint6 egyenlete: y = -9x + 27 . (1 pont)
c) Az y=3x"-x° egyenleti gérbének az x = 0 helyen van kézos pontja az x
tengellyel. (1 pont)
(Tudjuk, hogy ha xe[0;3], akkor y=0, ezért) a kérdezett tertlet
3
T:If(x)dx. (1 pont)
]
3 x4 3
I(Bx2 —~ xs)dx = {xs —~ —} = (2 pont)
(0] 4 0
81
= 27—; -(0-0)=6,75. (1 pont)

Osszesen: 14 pont

24) Egy iizemben egyforma, nagyméreti fémdobozok gyartasat tervezik. A

téglatest alakii doboz halézatat egy 2 méter x 1 meéteres téglalapbol
vagjak ki az abran lathaté moédon. A kivagott idom felhajtott lapjait az
élek mentén Osszeforrasztjak. (A forrasztasi eljaras nem jar
anyagveszteséggel.)
a) Hogyan valasszak meg a doboz méreteit, hogy a térfogata maximalis
legyen? Valaszat centiméterben, egészre kerekitve adja meg!(11 pont)
A dobozokat egy ot karakterbol allo koddal jelolik meg. Minden kédban
két szamjegy és harom nagybetii szerepel Ggy, hogy a két szamjegy nincs
egymas mellett. Mindkét szamjegy eleme a {0;1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}
halmaznak, a betuket pedig a 26 betiis (angol) abécébodl valasztjak ki
(példaul 7WA3A egy lehetséges kod).
b) Hany kiilonb6z6 kod lehetséges? (5 pont)

Megoldas:

a)

(Az abra jeloléseit hasznalva) a téglatest méretei méterben:
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b)

x, 1-x,1-2x, (1 pont)
a téglatest térfogata m®-ben: x(1-x)(1-2x) (ahol 0< x<0,5 ). (1 pont)
Keresstik a (V:]0; 0,5 > R) V(x)=x(1-x)(1-2x)=2x>-3x>+x fuggvény
maximumat. ‘ (1, nont)

V'(x)=6x>-6x+1. p

(A szélséértéek létezésének szukséges feltétele, hogy)
V'(x)=0.

A masodfoku egyenlet (valos) megoldasai: 3 _6\/§ (z 0,21 1)

és

3+J§
6

(~0,789).

i
Ez utobbi nem eleme a V értelmezési tartomanyanak, py=r -2

ezért ez nem johet szoba. (1 pont)

3-43
6

megy at), ezért ez a V fliggvénynek az egyetlen szélséértékhelye, mégpedig a

A V' fliggvény a (0,211) helyen eljelet valt (pozitivbol negativba

maximumbhelye. (1 pont)
A maximalis térfogatii doboz méretei (a kért kerekitéssel): 21,79cm és
58cm. (2 pont)

Lasd: Kombinatorika 32. feladat
Osszesen: 16 pont

25) Adott az f és g fiiggvény:

FiRHR; f(x)=2x+1;
g:RHR; g(x)=x>-2.

a) Szamitsa ki a 2 f + g fiiggvény zérushelyeit! (3 pont)
b) Szamitsa ki az f és g fiiggvények grafikonja altal kozbezart
teriiletet! (7 pont)
x
c) Szamitassal igazolja, hogy a h:]-»;-0,5[ => R;h(x) = % fiiggvény
x
szigoriian monoton névekedo! (6 pont)
Megoldas:
a) (2f+g)(x)=2(2x+1)+x*-2=x"+4x (1 pont)
x(x+4)=0 (1 pont)
A 2f+g flggvény zérushelyei x, =0 és x, =—4 .
(1 pont)
b) A kérdéses teriiletet integralassal szamitjuk ki. Az f(x)=g(x) egyenlet
megoldasai adjak az integralas hatarait. (1 pont)
A 2x+1=x*>-2 egyenlet megoldasai -1, illetve 3.
(1 pont)

Mivel a [-1;3] zart intervallumon f(x)>g(x) (a metszéspontok elsé
koordinatai altal meghatarozott intervallumon a g grafikonja egy ,felfelé nyilo”
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parabolaiv, amely Jfelett” van az f grafikonja),
(1 pont)
3
ezért a kérdéses tertilet I (f(x) — g(x))dx. (1 pont)
3 3 B 3
J.(f(x) -g(x))dx = J.((Qx +1) - (x2 - 2))dx = I (—x2 +2x + S)dx = (1 pont)
T o 5) 32 _1
={—%+x2+3x}1 :9—(—§j:?(z 10,67). (2 pont)
c) A h(x) fliggvény a megadott intervallumon
" (x2_0) 2x(2x+1)-(x*-2)-2
differencialhaté. h'(x) = 9(x) = (x 2} = x(2x+1) (x2 ) = (2 pont)
f(x) 2x+1 (2x +1)
2
:2(x+0,5) :3,5. (1 pont)
(2x +1)
A tort szamlaloja és nevezdje is pozitiv (a h értelmezési tartomanyan), igy a
tort értéke is pozitiv. (1 pont)
Tehat a figgvény valoban szigoriian monoton névekvo. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

26) Egy pénzintézet a tole felvett H forint Osszegii hitel visszafizetésekor
havi p%-os kamattal szamol (p>0), ezért az adbés havi

"(g-1

torlesztorészletét a t =H- %1) képlettel szamitja ki (minden
q —-—

honapban ekkora Osszeget kell visszafizetni). A képletben g =1+ %, az

n pedig azt jelenti, hogy oOsszesen hany hoénapig fizetjiik a
torlesztorészletet (ez a hitel futamideje).
a) Fogyasztasi cikkek vasarlasara 1,6 millié forint hitelt vettiink fel a

pénzintézettdl; a havi kamat 2%. Osszesen hany forintot fizetiink
vissza, ha 72 honap alatt torlesztjiik a felvett hitelt?

Valaszat ezer forintra kerekitve adja meg! (4 pont)
b) Legkevesebb hany hoénapos futamidore vehetiink fel egy 2 millio

forintos hitelt, ha legfeljebb 60 ezer forintot tudunk havonta
torleszteni, és a havi kamat 2%-os? (8 pont)
c) Szamitsa ki a limt, hatarértékét, ha g=1,02 és H=2000000!

n—o

(4 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Sorozatok 23. feladat
b) Ldsd: Sorozatok 23. feladat
c) A megadott szamokkal t, = H-(g-1)- nq .= 40 OOO-% (1 pont)
q - ’ -
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Egyszertsités utan: ¢ =40000- L 1 (1 pont)
1,027

Mivel }11_{{01 Lo2" = }E&(ﬁ]n =0, (1 pont)

ezért 1113} t, =40000- ﬁ =40 000. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

27) Két sportiskola legjobb teniszez6i egyéni
teniszbajnoksag keretében mérték Ossze
tudasukat. A verseny emblémajat
parabolaszelet alakira tervezték (lasd az abrat).
A koordinata-rendszerben késziilt tervrajzon a
teniszlabda roppalyajat jelképezé y=4- x>
egyenletii parabola, valamint az x tengely
hatarolja a parabolaszeletet. Az embléman
lathato még a teniszlabdat jelképezo kor is,
ennek egyenlete x* + y* -2,6y =0.

a) Hany szazaléka a kor teriilete a parabolaszelet teriiletének? A valaszt
egészre kerekitve adja meg! (8 pont)
A Zold Iskolabol 8, a Piros Iskolabol 10 tanulé versenyzett a
bajnoksagon. Mindenki mindenkivel egy mérkozést jatszott, az
ugyanabba az iskolaba jaro tanulok is jatszottak egymassal. A verseny
végén kideriilt, hogy a Piros Iskola tanuléi Osszesen kétszer annyi
mérozést nyertek meg, mint a Zold Iskola tanuléi. (Teniszben dontetlen
nincs.)
b) A Zold Iskola versenyzdi Osszesen hany olyan mérkdézést nyertek
meg, amelyet a Piros Iskola valamelyik teniszezdjével jatszottak?
(7 pont)

Megoldas:
a) Az y=4-x" egyenlett parabola a (-2; 0), illetve a (2; 0) pontban metszi az
abszcisszatengelyt (és az emblémat hataroléo parabolaiv az x tengely f6lott

van). (1 pont)
2
A parabolaszelet tertlete: I (4 - xz)dx = (1 pont)
2
3 2
:{4x_x_} _ (1 pont)
3 2
8 8 32
=8-2—|-8+2||=22. 1 t
[ 3 ( SD 3 {1 pon)
A kor egyenletét atalakitva: x* +(y — 1,3)2 =1,3%, (1 pont)
ebbdl a kér sugara 1,3, tertilete pedig 1,697 (= 5,31) (1 pont)
A kor és a parabolaszelet tertiletének aranya: 1,697 : %(z 0,4977) (1 pont)
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b)

A kor tertlete (a kért kerekitéssel) a parabolaszelet teriiletének 50%-a.
(1 pont)
Lasd: Kombinatorika 35. feladat
Osszesen: 14 pont

28) Adott az f :R - R; f(x) = x* + 8x® —270x? + 275 fiiggvény.

a) Igazolja, hogy x=-15-ben abszolit minimuma, x = 0-ban lokalis
maximuma, x = 9-ben lokalis minimuma van a fiiggvénynek! (9 pont)
b) Igazolja, hogy f konkav a |-9;5| intervallumon! (4 pont)

5
c) A Newton-Leibniz-tétel segitségével hatarozza meg a I f(x)dx
o

hatarozott integral értékét! (3 pont)

Megoldas:

a)

(Az f egy nyilt intervallumon derivalhato fliggvény, ezért) az f figgvénynek ott
lehet széls6éérték-helye, ahol az els6 derivaltfiiggvényének zérushelye van.

(1 pont)
f'(x)=4x>+24x* -540x (1 pont)
Mivel x kiemelhetd, ezért az egyik zérushelye a O, (1 pont)

tovabbi két zérushelyét a 4x* +24x—540 =0 egyenlet gydkei adjak: 9 és —15.

(1pont)
A (harmadfoku) derivaltfiggvény —15-ben és 9-ben negativbdl pozitivba megy
at, ezért ezek lokalis minimumbhelyei, O-ban pedig pozitivbol negativba megy
at, ezért ez lokalis maximumbhelye a figgvénynek. (2 pont)

Mivel f(-15)=-36850 < f(9)=-9202, (1 pont)

tovabba a ]-0;—-15[ intervallumon szigorian monoton csékkend, a |9;+oof

intervallumon pedig szigorian monoton névekedd az f fliggvény, ezért a —15

valoban abszolit minimumhelye f-nek. (2 pont)
f"(x)=12x"48x-540 (x e R) (1 pont)
Azf"(x) =0 egyenletnek két gydke van: -9 és 5. (1 pont)

Az f” grafikonja egy ,felfelé nyilo parabola”, ezért a két zérushely koézott az f"
negativ. (1 pont)
Mivel az f" fuggvény a ]—9;5[ intervallumon negativ, ezért az f fuiggvény itt

konkav. (1 pont)
5 P 5
jf(x)dx =5t 2x* -90x° +275x} (1 pont)
0 0
=(625+1250-11250+1375)-0 = (1 pont)
= -8000. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

29)a) Egy szamtani sorozat differenciiaja 1,6. A sorozat els6, harmadik és

hetedik tagjat (az adott sorrendben) tekinthetjiik egy mértani sorozat
els6 harom tagjanak is. Hatarozza meg ezt a harom szamot! (6 pont)
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Tekintsiik a kévetkezé allitast: Ha az {a,} szdmsorozat konvergens,

akkor az {an} sorozat értékkészlete véges szamhalmaz. (Véges halmaz:
elemeinek szama megadhato egy természetes szammal.)

a) Dontse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!(3 pont)
b) Fogalmazza meg az allitas megforditasat, és dontse el a megforditott

allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja! (4 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Sorozatok 25. feladat
b) Az allitas hamis. (1 pont)
Példaul az {l} szamsorozat (1 pont)
n
konvergens, az értékkészlete azonban végtelen szam-halmaz. (1 pont)
c) Megforditas: Ha az {an} szamsorozat értékkészlete véges szamhalmaz,
akkor az {an} sorozat konvergens. (1 pont)
A megforditott allitas hamis. (1 pont)
Példaul a {(—l)n} sorozat (1 pont)
ertékkészlete véges {(—1;1)} , de a sorozat nem konvergens. (1 pont)

Osszesen 13 pont

30) Adott az f, a g és a h fiiggvény:

FiRoOR,f(x)=2*-1; g:R> R,g(x)=38x+2; h:R—> R,h(x)=12- x>
a) Legyen a k oOsszetett fiiggvény belso fiiggvénye az f és kiilso
fiiggvénye a h (vagyis k(x)= h( f (x)) minden x valés szam esetén).
Igazolja, hogyk(x)=11+2"" —4~, (3 pont)
b) Oldja meg az f (g(x)) < g( f (x)) egyenldtlenséget a valés szamok

halmazan! (7 pont)
c) Mekkora a h és az x> -4(x e R) fiiggvények gorbéi altal kozbezart
(korlatos) teriilet? (6 pont)
Megoldas:

a) k(x)=12-(2"-1) = (1 pont)
(=12—(22x—2~2X+1))=12—(4X—2x+1+1) (1 pont)

A zarojel felbontasa utan k(x)=11+2"" -4 adodik, tehat igaz az allitas.
(1 pont)
b) Megoldandé a 2°** -1< 3(2" - 1) +2 egyenlétlenség a valos szamok halmazan.
(2 pont)
4.2°% -1<3-2°-1 (1 pont)
2°(4-2°7-3)<0 (1 pont)
Mivel minden valos szam esetén2® >0 , ezért az egyenlétlenség ekvivalens a
egyenlétlenséggel. (1 pont)
A 4-es alapu exponencialis/logaritmus fliggvény szigorian monoton no, ezért
(1 pont)
x < log, 0,75(= -1+ log, 3 ~ -0,2075) (1 pont)
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c)

A két gorbe kozds pontjainak elsé koordinatajat a 12-x>=-4 egyenlet
megoldasai adjak: (1 pont)
-4 és 4 (1 pont)
(Mivel a [-4; 4] intervallumon a h figgvény grafikonja az x> -4 fliggvény
grafikonja f6l6tt helyezkedik el, ezért) a kérdezett tertilet:

i(la_ﬁ)dx{16x_§}_4 _ (2 pont)
:(64_ﬁ]_[_64_(_@jj:128_(_128}2256. (2 pont)
3 3 3 3 3

Osszesen 16 pont

31) A repiilégépek iizemanyag-fogyasztasat szamos tényezo befolyasolja. Egy

leegyszerusitett matematikai modell szerint (a vizsgalatba bevont
repiilogépek esetében) az egy Ora repiilés alatt felhasznalt iizemanyag

tomegét az f(x)= %(x2 —~1800x + 950 000) osszefiiggés adja meg.

Ebben az oOsszefiiggésben x a repiilési atlagsebesség km/h-ban
(x> 0), f(x) pedig a felhasznalt iizemanyag témege kg-ban.

a) A modell alapjan hany km/h atlagsebesség esetén lesz minimalis az
egy Ora repiilés alatt felhasznalt iizemanyag tomege? Mekkora ez a
tomeg? (5 pont)

Egy repiilogép Londonbdl New Yorkba repiil. A repiilési tavolsag 5580

km.

b) Igazolja, hogy v km/h atlagsebesség esetén a repiilogép iizemanyag-
felhasznalasa ezen a tavolsagon (a modell szerint)

279v — 502200 + 265050000 kg lesz!(v > 0) (3 pont)
v

A vizsgalatba bevont, Londontél New Yorkig kozlekedo repiilégépek v

atlagsebességére teljesiil, hogy 800 km/h <v < 1100 km/h.

c) A megadott tartomanyban melyik atlagsebesség esetén a legnagyobb,
és melyik esetén a legkisebb az egy utra jutéo iizemanyag-

felhasznalas? (5 pont)

Megoldas:

a) f(x) :2—10((x—900)2 —810000+950000) - (2 pont)
= 2—10(x—9oo)2 +7000 (1 pont)
(Mivel (x—900)2 >0, és egyenléség pontosan akkor van, ha x =900, ezért) az
orankeénti izemanyag-fogyasztas 900 km/h atlagsebesség esetén minimalis,

(1 pont)
és ez a minimum 7000 kg oranként. (1 pont)

b) A repulésiidd oraban: t = 5580 (1 pont)

v
Az ut soran elfogyasztott Uzemanyag kg-ban:
5580 1 [,
t-f(v)= > -%(v ~1800v +950000) = (1 pont)
:279v—502200+w. (1 pont)
v
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<)

A pozitiv valos szamok halmazan értelmezett
g(v)=279v-502200 + %SOUM fliggvénynek ott lehet szélséértéke, ahol
a derivaltja O. (1 pont)
g'(v) :279——26501}5200OO (1 pont)
g'(v)=0, ha v=10095 (= 974,68) (mertv > 0) (1 pont)

A derivaltfiggvény értékei v <1004/95 esetén negativak, v >1004/95 esetén

pedig pozitivak. Ezért a 10095 a g figgvénynek abszoltit minimumbhelye.
(1pont)

(A derivaltfiggvény eléjele alapjan tehat) a g figgvény a [800;100\/95] zart
intervallumon szigoruan csbékkend, a [100\/95 ;1100] zart intervallumon

pedig szigoruan noévekvd, ezért a g fliggvény [800; 1100] intervallumra valo
lesztikitése a maximumat vagy 800-nal vagy 1100-nal veszi fel. (1 pont)

g(800)=52312,5

g(1100) = 45654,5
Tehat a modell szerint 800 km /h atlagsebesség esetén a legnagyobb,

(1 pont)

(1pont)
és (100\/95 z) 975 km/h atlagsebesség esetén a legkisebb az egy utra juto

lizemanyag-felhasznalas. 1 pont
yag p
Osszesen 16 pont

x®  x?
32) Adott a g fiiggvény: g(x)=-"+ o (xeR).

3
a) Adjon meg egy olyan (nem nulla hossziusagu) intervallumot, amelyen
a g mindegyik helyettesitési értéke negativ! (3 pont)

b) Hatarozza meg a c lehetséges értékeit tugy, hogy I g(x)dx=0
(o]

teljesiiljon! (4 pont)

3 2
c) Hatarozza meg az f:|-4-1PH R, f(x)= Xy x? +12x + 20
fiiggvény minimumbhelyét és a minimalis fiiggvényértéket! (7 pont)

Megoldas:

a) g(x)=%x2 (3-2x) (1 pont)
A szorzatban csak a 3—-2x tényezd lehet negativ (ha x >1,5). (1 pont)
Egy megfelel$ intervallum, az |1,5;0[ valamely részhalmazanak megadasa.

(1 pont)
c Xt ¥ ¢

b x)dx=|-—+—| = 1 pont
)lg() {12 6}0 (1 pont)

4 3 4 3
-8 % 0=c=0, (2 pont)

12 6 12 6
vagy c=2. (1 pont)
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c)

(Csak ott lehet szélséértékhelye f-nek, ahol f'-nek zérushelye van:)

fl(x)=-x*+x+12 (-4 <x<-1) (1 pont)
x> +x+12=0 (1 pont)
Az egyenlet valos gyokei -3 és 4, (1 pont)
de a 4 az értelmezési tartomanyon kivil esik. (1 pont)
Az f' x < -3 esetén negativ, x > -3 esetén pedig pozitiv, (1 pont)
tehat x = -3 (abszolut) minimumbhely. (1 pont)
A minimum értéke f(-3)=-2,5. (1 pont)

Osszesen: 14 pont

33) Egy egyesiileti 0sszejovetel tarsasagahoz 5 no és 4 férfi csatlakozott, igy

a nok aranya a korabbi 25%-r6l 36%-ra nott.

a) Hany fobol allt az eredeti tarsasag? (5 pont)
Az abran az egyesiilet székhazanak fiiggdleges -

sikii homlokzata lathato, amelyet az AC és BC
egybevago parabolaivek hatarolnak. A parabolak
tengelye egy-egy fiiggdleges egyenes, ezek az AB
szakasz felezomerdlegesére szimmetrikusan
helyezkednek el. A homlokzat szélessége
AB =8 méter, magassaga FC =6 méter, az AF
szakasz D felezopontjaban mért tetomagassag
pedig DE = 2,5 méter.

b) Hany négyzetméter a homlokzat teriilete? (11 pont)
Megoldas:
a) Lasd: statisztika 13. feladat
b) Vegyunk fel egy alkalmas derékszégli koordinata-rendszert, amelyben legyen

A(0;0) és F(4;0). Ekkor C(4;6), D(2;0) és E(22,5) (a tengelyeken az
egységeket méterben meérjuk). Az A, E, C pontokon atmend, az y tengellyel
parhuzamos tengelytl parabola egyenletét keresstik y =ax’ +bx+c alakban.

(1 pont)
A parabolan rajta van az A pont, tehat ¢c=0, (1 pont)
rajta van a C pont, ezért 6 =16a +4b, (1 pont)
és rajta van az E pont is, ezért 2,5=4a+2b. (1 pont)
16a+ab=06 letrend 1da 0,125, b=1 (2 pont)
egyenletrendszer megoldasa: a = ,b=1. on
4a+2b=2,5] & 8 “m P
A parabola egyenlete: y =0,125x" + x . (1 pont)
4
Az AFC parabolikus haromszog terilete: J.(O,125x2 + x)dx = (1 pont)
0
3 2%
= 0,125x7 + X = 32 . (2 pont)
3 2], 3
.. P 64 , 2
A homlokzat tertilete (ennek kétszerese, azaz) ?m (z 21,3m ) . (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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34)Az f:R R, f(x)=x*>-12x+27 fiiggvény grafikonja a derékszogi
koordinata-rendszerben parabola.
a) Szamitsa ki a parabola és az x tengely altal bezart (korlatos) sikidom

teriiletét! (5 pont)

b) irja fel a parabolihoz az E(5; —8) pontjaba huzott érinto egyenletét!

(5 pont)

c) Szamitsa ki a parabola fokuszpontjanak koordinatait! (4 pont)
Megoldas:

a) A fuggvény zérushelyeinek kiszamitasa: x* —12x+27 =0, innen x, =3, x,=9

(1 pont)
(A faggvényértékek a két zérushely kozott negativak, ezért a kérdezett T
tertiletre fennall:)

9 & > 9
T = [(x* ~12x+27)dx = | == -12+27x | = (1 pont)
3 3 2 3
9° 9 3° 9
= 3—6-9 +27-9 |- ?—6-3 +27-3 |= (1 pont)
=(0-36=)-36. (1 pont)
A kérdezett tertilet nagysaga tehat 36 (tertiletegység). (1 pont)

b) Lasd: Koordindtageometria 23. feladat
c) Lasd: Koordindatageometria 23. feladat
Osszesen: 14 pont

35)a) Abrazolja a [0;6] intervallumon értelmezett x> x*>-8x+11

hozzarendeléssel megadott fiiggvényt (3 pont)
b) Adja meg a y=x’-8x+11 egyenlettel megadott alakzat P(5;-4)
pontjaban huzott érintéjének egyenletét. (11 pont)
Megoldas:
a) A helyes parabola abrazolasa az adott \
intervallumon (3 pont)

b) Ldasd: Koordindtageometria 4. feladat

36) Egy varosban bevezették a fizetds parkolast.
A parkolasi dij (a parkolas idétartamatol
fiiggetleniil) napi 10 garas. A dijakbol
szarmazo teljes bevétel a varosi
koltségvetést illeti.

Kezdetben nem alkalmaztak parkolodroket. Az 1j rendszer bevezetése
utan néhany héttel megallapitottak, hogy naponta kb. 15 000 autds

parkolt a fizetds ovezetben, és mintegy 25 szazalékuk ,bliccelt”, azaz
nem fizette meg a parkolasi dijat. Emiatt a varosvezetés - egy el6zetes
hatastanulmany alapjan - parkolo6rok alkalmazasa mellett dontott. Az
orok ellendorzik a dij megfizetését, és annak elmaradasa esetén
megbirsagoljak a mulaszto autdost: minden bliccelonek 150 garast kell
fizetnie (ez az 6sszeg tartalmazza a parkolasi dijat és a birsagot is).

A tanulmany azt allitja, hogy a sturibb ellendrzés novelni fogja a fizetési
hajlandosagot: minden egyes ijabb parkol6oor alkalmazasaval a bliccelok
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aranya 0,5%-kal kisebb lesz (példaul 2 parkolodr alkalmazasa esetén
24%-ra csokken). A tanulmany szamitasai szerint egy parkol6oor egy nap
alatt kb. 200 autot fog ellendrizni, tovabba egy parkoloor
alkalmazasanak napi koltsége 330 garas, amelyet a befolyt parkolasi
dijakbol és birsagokbol kell kifizetni.

A tanulmany meég a kovetkezdket feltételezte: naponta atlagosan 15 000

parkolo auto lesz, egy autot legfeljebb egy parkoloor ellendriz, és a
bliccelok aranya a parkoloorok altal ellendrzott autok kozott minden
esetben ugyanannyi, mint az 6sszes parkoloé auté kozott.

a) A hatastanulmany becslései szerint mekkora lenne a varos parkolasi
dijakbol szarmazo napi netté (azaz a koltségekkel csokkentett)
bevétele 10 parkoloor alkalmazasa esetén? (6 pont)

b) Amennyiben a hatastanulmany becslései helytalloak, akkor hany
parkoloor alkalmazasa esetén lenne a parkolasi dijakbol szarmazo

napi netto bevétel maximalis? (10 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Széveges feladatok 25. feladat
b) A tanulmany szerint n f6 parkolodér alkalmazasa esetén a bliccel6k

aranya(25-0,5n) szazalék (0<n<50), a parkoloérok alkalmazasanak
koltsége pedig naponta 330n garas lenne (n e N). (1 pont)
A parkolasi dijat a 15 000 fének a (75+0,5n) szazaléka fizeti meg, az ebb6l

szarmazo bevétel tehat 15000 - 75;& -10=112 500+ 750n garas. (1 pont)
A parkol66érék 200n szamu ellenérzést hajtanak végre, ennek (25-0,5n)
szazalékaban szabnak ki blintetést. (1 pont)
A buntetésb6él szarmazé napi bevétel 200n- 25+0,5n 150 = 750n —150n°
garas. (1 pont)
A napi nett6 bevétel (112 500 + 750n +7500n —150n” - 330n =)

~150n> +7920n+112 500 garas. (1 pont)
Az n i -150n* +7920n +112 500 (n € R) masodfoku faggvény
derivaltfiggvénye n+— —-300n+ 7920, (1 pont)

tehat a fliggvény maximumhelye (a derivaltfiggvény zérushelye) a
7920 _ 26,4.
300
(1 pont)
A napi netto bevétel tehat 26 vagy 27 parkolodr esetén lesz maximalis. (1 pont)
26 parkolodr esetén a bevétel 217 020 garas, 27 parkolodr esetén pedig 216
990 garas, (1 pont)
igy 26 parkoloor esetében lesz a legnagyobb a napi netto bevétel. (1 pont)
Osszesen: 16 pont

37) Egy zoldségarus vallalkozo egyik reggel 200 kg els6 osztalya barackot

visz eladasra a piacra. Tapasztalatbol tudja, hogy az els6 osztalya barack
eladasi egységara és a napi eladott mennyiség kozott (jo kozelitéssel)
linearis kapcsolat van (az eladott mennyiség az eladasi egységar linearis
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fiiggvénye). Ha egész nap 500 Ft/kg aron kinalna a barackot, akkor
varhatéan a fele fogyna el, mig ha 300 Ft/kg aron adna, akkor a 70%-a.

a) Mennyi lenne a zoldségarusnak az els6 osztalyi barack eladasaboél
szarmazo bevétele, ha egész nap 400 Ft/kg-os egységaron kinalna a
barackot? (3 pont)

b) Igazolja, hogy ha egész nap x (Ft/kg) az elsé6 osztilya barack

egységara, y (kg) pedig a napi eladott mennyiség, akkor a kézottiik
1évé kapcsolat: y = —%x +200 (0 < x <1000). (4 pont)

A nap végén a 200 kg-bol megmarado barackot a zodldségarus masnap

mar nem adhatja el els6 osztalyuként. Ezért a megmarado teljes

mennyiséget eladja egy gyiimolcsfeldolgozo vallalkozasnak, mégpedig 80

Ft/kg egységaron.

c) Mekkora eladasi egységaron kinalja a barackot a zoldségarus
napkozben, hogy a napi bevétele maximalis legyen? (A napi bevétel
az els6 osztalyaként eladott barackb6l szarmazo bevétel plusz a
gyiimolcsfeldolgozo altal fizetett 6sszeg.) (7 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Széveges feladatok 26. feladat

b) Ldasd: Bizonyitdsok 22. feladat
c) Ha x (Ft/kg) az eladasi ar, akkor a napkézben eladott barackmennyiség

1 x +200 (kg), az ebbdl szarmazo bevétel
5

(—éx+200j-x:éx2 +200x (Ft), (1 pont)

a nap végén megmaradt barackmennyiség 200 — (—éx + 200} = éx (kg),

az ebbdl szarmazo bevétel pedig éx -80 =16x (Ft) (1 pont)

Az 6sszes bevétel tehat x Ft/ kg eladasi ar esetén —éxQ +216x Ft.

Keresstuk a B(x) = —éxQ +216x (0 < x <1000) fiiggvény maximumat. (1 pont)
1

B(x) = - (x- 540)” + 58 320 (1 pont)
Mivel az elsé tag nem pozitiv, ezért B(x) < 58320. (1 pont)
A legnagyobb értékét B(x) akkor veszi fel, (x—540)2 =0 , vagyis x =540
(ami eleme az értelmezési tartomanynak). (1 pont)
A napi bevétel tehat 540 Ft/kg egységar esetén maximalis. (A maximalis
bevétel B(540) =58320 Ft.) (1 pont)

Osszesen: 14 pont

38) Az ABCD négyzet oldalai 4 méter hossziak. A négyzetbe az abran lathato
modon az EFGH paralelogrammat irjuk. Az AH és CF szakasz hossza x

méter, a BE és DG szakasz hossza 2x méter (0 <x< 2).
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a) Igazolja, hogy a  Dbeirt paralelogramma hossza (m?-ben

mérve): T (x) = 4x* —-12x +16. (4 pont)
b) Hatarozza meg az x értékét ugy, hogy a beirt paralelogramma
teriilete a leheto legkisebb legyen! (4 pont)
c) Szamitsa ki a beirt paralelogramma szogeit, ha x=1,25. (6 pont)
Megoldas:
a) Ldasd: Bizonyitasok 24. feladat
b) T(x)=4(x*-3x+4)=4(x-15)+7 (2 pont)
A masodfoku tag egyutthatoja pozitiv, ezért a T-nek minimuma van az
x =1,5 helyen (ami a 0 < x <2 feltételnek megfelel) (2 pont)
Alternativ megoldas:
T-nek ott lehet minimuma, ahol az elsé derivaltja O. (1 pont)
T'(x)=8x-12=0. (1 pont)
x=1,5 (ami a 0 < x <2 feltételnek megfelel). (1 pont)
T "(1,5) =8 >0 miatt itt valoban minimuma van T-nek. (1 pont)

c) Ldsd: Egyenletek, egyenletrendszerek 10. feladat
Osszesen: 14 pont
39) Egy 33x18 cm-es kartonlapbdl 33

(kivagassal, hajtogatassal) :
téglatest alaka dobozt
készitenek. A doboz (sotétre
szinezett) kiteritett halojat és
méreteit az abra szerint
valasztjak meg.

a) Hatarozza meg a doboz
térfogatat, ha a =7 cm!

b) Hogyan kell megvalasztani az
a, b, ¢, élek hosszat ahhoz, hogy a doboz térfogata maximalis
legyen? (9 pont)

Egy téglatest barmely harom cstiicsa egy haromszoget hataroz meg.

c) A téglatest csiicsai altal meghatarozott haromszogek kozott hany
olyan van amelynek a sikja nem esik egybe a téglatest egyik lapjanak
sikjaval sem? (4 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Térgeometria 32. feladat
b) A térfogatot az egyik él hosszanak segitségével fejezztik ki.
2a+c =18

a+2b+c¢c =33

c=18-2a (1 pont)
A masodik egyenletbe behelyettesitve:
2b=33-a-c=33-a-(18-2a)=a+15,

e ! b : a b

} egyenletrendszer elsé egyenletébdl

ezért b = % +7,5. (1 pont)

‘/=dm:a(%+7ﬁj08—2ﬂ(O<a<9) (1 pont)
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A V(a)= a(% +7, 5](18 —-2a) ;0<a<9 fuggvénynek ott lehet maximuma,

ahol V'(a)=0. (1 pont)
V(a)=-a’-6a’+135a (1 pont)
V'(a):—3a2—12a+135:—3(a2+4a—45) (1 pont)

a’ +4a—45=0 gyokei 5 és -9, a -9 nem lehetséges , az 5 pedig megfelel.
(1 pont)
V'(a)=—-6a-12 és igy V"(5)<0, tehat V-nek (abszolut) maximuma van

a =95 -nél (1 pont)
A  téglatest térfogata maximalis (400 cm®), ha éleinek hossza
a=5cm,b=10cm, és c=8 cm. (1 pont)

c) Lasd: Sikgeometria 35. feladat
Osszesen: 16 pont
40) Egy fafajta torzsének keresztmetszetét vizsgaljuk az adott magassagban.
Ez a keresztmetszet a fa 5 és 20 éves kora kozotti novekedése soran (jo
kozelitéssel) mindvégig kor alakinak tekintheté. A kor atmeérdjét a
d :[5;20] » R, d(x)=-0,25x? + 20x + 40 fiiggvény adja meg, ahol x a fa
években mért életkorat, d(x) pedig az atméré milliméterben mért
hosszat jeloli.
a) Hany cm a torzs keresztmetszetének atméréje akkor, amikor a fa

éppen 10 éves? (2 pont)
b) Hany dm’-rel né a fatérzs keresztmetszetének teriilete a 11. évben?
Valaszat egy tizedes jegyre kerekitve adja meg! (4 pont)
c) Hany éves a fa akkor, amikor a torzs keresztmetszetének keriilete
éppen 1 méter? (5 pont)
Megoldas:
a) d(10)=-0,25-10°+20-10+40 =215 mm. (1 pont)
A torzs atméréje centiméterben mérve 21.5. (1 pont)
b) A torzs atmérdje a 11. év végén d(11)~230 mm. (1 pont)
A keresztmetszet gyarapodasat az r,;, #115mm és r,,=107,5 mm sugaru
korok altal hatarolt kérgylirai tertilete adja meg. (1 pont)
Ennek nagysaga r n—r,nt~ 5200 mm?, (1 pont)
ez dm’-ben mérve és tizedes jegyre kerekitve 0,5. (1 pont)
c) Ha a torzs kertilete 1 m =1000 mm
akkor atmeérdje 0 ~ 318 mm. (1 pont)
T
d(x)=-0,25x" + 20x + 40 = 318,
innen x> -80x+1112=0. (2 pont)
x, =17,9 és x, = 62,1. (1 pont)
x, > 20 nem megfeleld, tehat a fa megkozelitéleg 18 éves. (1 pont)

Osszesen: 11 pont
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41)a) Az abran a harmadfoku f fiiggvény grafikonjanak egy részlete lathato.
A fiiggvény értelmezési tartomanyaban megjeloltiink 6t helyet.
Mindegyik esetben dontse el, hogy az adott helyen az f elso, illetve a
masodik derivaltjanak eldjele pozitiv (P) vagy negativ (N)! Vilaszit
irja a megadott tablazat megfelel6 cellajaba!

(Tudjuk, hogy f'(x,)=0.)

i

hely X, X, X3 X, X5
f' elbjele |P (0}
f" eldjele

(4 pont)
b) Adottaz y= —%(x —2)” + 8 egyenletii parabola.

Hatarozza meg a k valos paraméter értékét ugy, hogy a 4x-y=~k
egyenletii egyenes érintse a parabolat, és hatarozza meg az érintési

pont koordinatait is! (9 pont)
Megoldas:
a
| hely X, X, X3 X4 X5
f' eldjele |P N N o P
f" eldjele | N N P P P
(4 pont)

d) Ldasd: Paraméter 39. feladat .
Osszesen: 13 pont
42) Az északi félteke 50. szélességi korén egy adott napon a nappal hosszat
(a napfelkelte és a napnyugta kozott eltelt idot) jo kozelitéssel a
kovetkezd f fiiggvénnyel lehet modellezni:

n+8
f(n)= —5,Zcos( 58 j+11,2,

ahol n az adott nap sorszamat jeldli egy adott éven beliil, f(n) pedig a
nappal hossza éraban sziamolva (1< n <365, neN).

Az alabbi abra a g:[1;365] > R; g(x) = —5’2°°s(x5;8

J +11,2 fiiggvényt

szemlélteti.
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(A g fiiggvény az f-nek egy folytonos kiterjesztése.)

20 180 340 x

a) Ha x=1, akkor x+8 helyettesitési értéke % .
Adja meg a % radian értékét fokban mérve! (2 pont)
b) Szamitsa ki a modell alapjan, hogy az év 50. napjan milyen hossza a
nappal!
Valaszat ora:perc formatumban, egészre kerekitve adja meg! (3 pont)
c) Igazolja, hogy (a modell szerint) egy évben 164 olyan nappal van,
amelyik 12 6ranal hosszabb! (7 pont)
Adott egy masik, az y = -5,2cos(x) + 11,2 egyenletii gérbe, valamint
az x=0, az y=0 és x =27 egyenletu egyenesek.
d) Szamitsa ki a gorbe és a harom egyenes altal hatarolt korlatos
sikidom teriiletét! (4 pont)
Megoldas:
9 180°
a) —- ~ 8,89° 2 pont
) g » (2 pont)
b) f(50)=-5,2cos(1)+11,2 (1 pont)
f(50)~ 8,39 éra (1 pont)

Az 50. napon (kortilbelil) 8:23 ora (8 o6ra 23 perc) hosszu a nappal. (1 pont)
c) Ldasd: Bizonyitasok 32. feladat

2n
d) A tertlet: j (-5,2co0s(x)+11,2)dx. (1 pont)
0
2n
[ (-5,2c0s(x)+11,2)dx =[-5,2sin(x)+11,2x]" = (2 pont)
0
- (0+11,2-21)-(0+0) ~ 70,37. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

43) Egy varosban a kozosségi kozlekedést kizardlag vonaljeggyel lehet
igénybe venni, minden wutazashoz egy vonaljegyet kell valtani. A
vonaljegy ara jelenleg 300 tallér. Az utazasok szama naponta atlagosan
100 ezer. Ismert az is, hogy ennek kb. 10%-aban nem valtanak jegyet
(bliccelnek).

A varosi kozlekedési tarsasag vezetéi hatastanulmanyt készitettek a
vonaljegy aranak esetleges megvaltoztatasarol. A vonaljegy arat 5
talléeronként lehet emelni vagy csokkenteni. A hatastanulmany szerint a
vonaljegy aranak 5 talléros emelése varhatéan 1000-rel csokkenti a napi
utazasok szamat, és 1 szazalékponttal noveli a jegy nélkiili utazasok
(bliccelések) aranyat. (Tehat példaul 310 talléros jegyar esetén naponta
98 000 utazas lenne, és ennek 12%-a lenne bliccelés.) Ugyanez forditva
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is igaz: a vonaljegy aranak minden 5 talléros csokkentése 1000-rel

novelné a napi utazasok szamat, és 1 szazalékponttal csokkentené a

bliccelések aranyat. A tanulmany az alkalmazott modellben csak a 245

tallérnal dragabb, de 455 tallérnal olcsobb lehetséges jegyarakat

vizsgalta.

a) Mekkora lenne a kozlekedési tarsasag vonaljegyekbol szarmazo napi
bevétele a hatastanulmany becslései alapjan, ha 350 tallérra

emelnénk a vonaljegyek arat? (4 pont)
b) Hany talléros vonaljegy esetén lenne maximalis a napi bevétel?
(12 pont)

Megoldas:

a) Az utazasok szama 100 000-10-1000 =90 000 lenne naponta, (1 pont)
a bliccelések szama ennek a 20%-a, vagyis 18 000, az érvényes jeggyel torténd
utazasok szama pedig igy (90 000-18 000 =)72 000. (2 pont)
A napi bevétel ekkor 72 000-350 = 25 200 000 tallér lenne. (1 pont)

b) A bevétel a fizeté utasok szamanak és a vonaljegy aranak szorzata.

Ha az eredeti jegyarhoz képest Sx tallérral valtozik a vonaljegy ara, akkor a
jegyar 300+ S5x tallér.
A tanulmanyban alkalmazott modellben —11< x <31, ahol x egész szam.

(1 pont)
Az utazasok szama 100 000-1000yx, (1 pont)
a bliccelések szama pedig ennek a (10 + x)%-a:
(100 000 -1000x)- I?OJFOX =(1000-10x)(10 + x) lesz. (1 pont)
A fizet6 utasok szama igy:
100 000 —1000x — (1000 —~10x)(10 + x) = 10x* —1900x + 90 000 f6. (2 pont)
A jegyeladasbol szarmazo bevétel:
(10x> —1900x + 90 000)(300 +5x) = (1 pont)
=50x° —6500x” —120 000x +27 000 000 tallér. (1 pont)
A ]-11; 31 nyilt intervallumon értelmezett
f(x)= SO(x3 ~130x> - 2400x + 540 OOO) fliggvény derivaltfliggvénye
f'(x)=50(3x —260x - 2400). (1 pont)
f'(x)=0, ha x~-8,41 vagy x~95,08, de ez utobbi (az x < 31 felvétel miatt)
nem lehetséges. (1 pont)

A -8,41 helyen f' pozitivbél negativba megy at, (és —-8,41<x<31 esetén
negativ) ezért az f-nek -8,41-nél maximuma van (el6tte szigoruan monoton
noévekedd, utana pedig szigoruan monoton csékkend). (1 pont)

A feladatban x egész szam lehet csak, ezért még meg kell vizsgalni f(-8) és
f(-9) értékét.

f(-8)=27 518 400 > f(-9)=27 517 050, (1 pont)
tehat a vonaljegy arat (300 +5- (—8) :) 260 tallérban kell megallapitani.

(Ekkor az utasok szama 108 000, a fizetd utasok szama pedig 105 840 {6
lenne.) (1 pont)
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Osszesen: 16 pont
44) Adott két fiiggvény:
£ :]0; 130[ = R; f(x) =900 - 0,25(x - 60)°, illetve
g:]0;130[ > R; g(x) = 6,4x

a) Adja meg az fzérushelyét! (4 pont)

b) Szamitsa ki az f(20)- g(20) kiilénbség értékét! (3 pont)

c) Adja meg a h:]0;130[ - R; h(x) = f(x)-g(x) fiiggvény

szélsoértékét (tipusat, helyét és értékét)! (6 pont)
Megoldas:

a) 900—0,25(x—60)2 =0 (0<x<130) (1 pont)

-0,25x> +30x=0 (1 pont)

x=0 vagy x=120 (1 pont)

A O nem eleme az értelmezési tartomanynak, ezért az egyetlen zérushely a
120.

(1 pont)

b) £(20)=900-0,25(20-60)" =500 (1 pont)
g(20)=128 (1 pont)

A kiilénbség (500 —128 =) 372. (1 pont)

) h(x)=900-0,25(x-60) —6,4x = -0,25x> +23,6x (1 pont)
A h derivaltfiiggvénye h'(x)=-0,5x+23,6 (0 < x <130). (1 pont)

Ha h'(x)=0, akkor x=47,2, (1 pont)

ha 0 < x <47,2, akkor h'(x)>0 (h szigoraan monoton névekedd),

ha 47,2<x<130, akkor h'(x)<0 (h szigortan monoton csdkkend), ezért

maximuma van. (1 pont)
Tehat 47,2 a h maximumbhelye, (1 pont)
a maximum értéke pedig h(47,2)=556,96. (A fliggvénynek minimuma
nincs). (1 pont)
Alternativ megoldds:
h(x)=900-0,25(x— 60)2 -6,4x =-0,25x*> +23,6x (1 pont)
Az x> -0,25x%+23,6x=-0,25x(x-94,4) (xe R) masodfoka fliggvény
zérushelyei O és 94,4, (1 pont)
f6egytitthatéja negativ, ezért maximuma van. (1 pont)
Maximumhelye 0+94.4 =47,2. (1 pont)
(47,2 €]0;130[, ezért) ez a h maximumbhelye is, (1 pont)

a maximum értéke pedig h(47,2)=556,96. (A fiiggvénynek minimuma

nincs.) (1 pont)
Osszesen: 13 pont

45) Adott négy, a valéos szamok halmazan értelmezett fiiggvény:
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F(x)=(x+4)(2-x)

g(x)=x+4

h(x)=x*-4

i(x)=|x]-4

a) Hatarozza meg az f és g fiiggvények grafikonja altal kozrezart
korlatos sikidom teriiletét! (7 pont)

Egy négypontu graf csucsait megfeleltetjiik e négy fiiggvénynek. Két

csiicsot pontosan akkor kotiink ossze éllel, ha a két megfelelo

fiiggvénynek van k6zos zérushelye.

b) Rajzolja fel az igy kapott grafot! (4 pont)

A valés szamok halmazan értelemezett k fiiggvény zérushelye -5 és 3, az

m fiiggvény zérushelyei 3 és -3, az n fiiggvény zérushelyei pedig 5 és -5.

A p elséfoku fiiggvény hozzarendelési szabalya p(x)= x+c, ahol c egy

valos szam.

c) Hanyféleképpen valaszhaté meg a c konstans értéke ugy, hogy a k,
m, n és p fiiggvényekre a b) feladatban megadott szabaly szerint

elkészitett négypontu graf fagraf legyen? (5 pont)
Megoldas:
a) (Az f(x)=g(x) egyenlet megoldasaval megkeressiik a két fliggvénygrafikon
metszéspontjait.)
(x+4)(2-x)=x+4
O=x"+3x-4 (2 pont)
Innen x=-4 és x=1. (1 pont)
A kérdezett tertiletet (a két metszéspont kozott) az
1
I((x+4)(2—x)—(x+4))dx értéke adja meg. (1 pont)
-4
1 3 5 1
J.(—x2 —3x+4)dx T
A 3 2 )
:(—l—g+4 —(—ﬁ—24—16 = (2 pont)
3 3 3
13 56 125
S S | i 1 pont
6 ( 3)‘ P (1 pont)
b) Lasd: Grafelmélet 16.feladat
c) Lasd: Grafelmélet 16. feladat

Osszesen: 16 pont
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46) Adott az y = 0,25x(x —5)® (0 < x < 5) egyenletii gorbe.

a) Igazolja, hogy az origd és az (5;0) pont V

is rajta van a gorbén! D
Az ABCD derékszogi trapéz egyik
szaranak két végpontja az A(1;0), illetve
a B(3;0) pont, a masik két csiicsa pedig a
megadott gorbén van, az abra szerint. A
megadott gorbe és az x tengely [0;5]
szakasza egy korlatos sikidomot fog kozre.

y=0,25x(x-5)* (0<x<5)

b) Ha véletlenszeriien kivalasztjuk ennek > 4
a korlatos sikidomnak egy pontjat, A B &
akkor mennyi a valoszinisége, hogy a kivalasztott pont a trapéznak is
pontja lesz? (10 pont)
Megoldas:
a) Azt kell belatni, hogy a pontok koordinatai igazza teszik a gérbe egyenletét. Az
origd esetében: 0,25-0-(0-5)° =0 igaz, (1 pont)
1 pont az (5;0) pont esetében: 0,25-5-(5-5)° =0 igaz. (1 pont)
Tehat mindkét pont valoban rajta van a gérbén.
b) A kérdezett valoszinUség a trapéz és a korlatos sikidom tertiletének

hanyadosa. (1 pont)
A gorbe az f:[0;5] > R; f(x)=0,25x(x —5)* fliggvény grafikonja.
A sikidom tertlete:

[70,25x(x - 5)dx = (1 pont)
= °0,25(x* ~10x* + 25x) dx = (1 pont)
4 3 27°
X x X
=0,25|—-10—+25—| = 2 pont
[ 4 3 2 L (2 pont)
625
=——~13,02. 1 pont
18 (1 pont)
A D pont elsé koordinataja 1, masodik koordinatajat a trapéz egyik alapjanak
hosszat behelyettesitve kapjuk: 0,25-1-(1-5)° = 4. TehatD(1;4). (1 pont)
Hasonloan C pont elsé koordinataja 3, masodik koordinataja pedig a trapéz
masik alapjanak hossza: 0,25-3-(3-5) = 3. TehatC(3;3). (1 pont)
Mivel a trapéz magassaga (az AB szakasz hossza) 2, igy a trapéz tertlete
4;3-2:7. (1 pont)

A kérdezett valoszinlUiség

’ 5 ~ 0,538, vagy

K

pontos érték szerinté =0,5376 . (1 pont)

48
Osszesen: 12 pont
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47)

a) Hatarozza meg az m valds szam Osszes lehetséges értékét ugy, hogy
az alabbi kijelentés igaz legyen!

Az x*>-2x+4=mx egyenletnek pontosan két Kkiilonb6zé valds

gyoke van.

(6 pont)
b) Mutassa meg, hogy az alabbi kijelentés igaz!
13
Az f:R > R; f(x)= fii ény értékkészlete az | —;—
4 T = 1 cosxp +2 88veny {2’2}

intervallum. (5 pont)
c) Tudjuk, hogy az A, B, C kijelentések mindegyike 0,6 valoszinuséggel
igaz és 0,4 valosziniiséggel hamis. Ebben az esetben mennyi annak a

valésziniisége, hogy (A A B) v C Kkijelentés igaz? (5 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Paraméter 15. feladat
b) Mivel —1<cosx<1, (1pont)
ezértO < (1+cos x)2 < 4, (1 pont)
2<(1+cosx)’+2< 6. (1 pont)
A pozitiv szamok halmazan az x 1 figgvény szigoruan monoton csékkend,
x
ezért 1 > 1 5 > l (1 pont)
2 (l+cosx)+2 ©6
1 1o . 3 3 3 1 .
Ebbdl kovetkezik, hogy — > 5 > — =—, tehat a megadott
2 (l+cosx)+2 6 2
kijelentés valoban igaz, hiszen f folytonos fiiggvény. (1 pont)
c) Ldsd: Halmazok 14 feladat

Osszesen: 16 pont

48) Egy nyolcfos csapat kosarlabdaedzése kozben mind a nyolcan 10-szer

kiséreltek meg harompontost dobni. A sikeres dobasok szamat mind a

nyolc fonél felirtak. A feljegyzett szamok: 6, 3, 7, 6, 4, 7, 8 és 7.

a) Hatarozza meg a sikeres dobasok szamanak atlagat, medianjat és
szérasat! (4 pont)

A kosarlabda biintetodobast 4,6 meéter tavolsagrol kell elvégezni, a

gyuri 3 méter magasan van. Petra a dobas pillanataban 2 méter

magassagbol engedi el a labdat, és az idealis, vizszintessel bezart 45°-os
szogre torekszik a dobas inditasanal.

b) Petra dobasanak modellezéséhez hatarozza meg annak a parabolanak
az egyenletét, amely athalad a P(0;2) és a Q(4,6;3) ponton, a P
pontban huzott érintéjének iranyszoge pedig 45°! A parabola
egyenletét y = ax® + bx + ¢ alakban adja meg! (8 pont)
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Az 4abran a [-2;3] intervallumon értelmezett VA

szigorian monoton, folytonos f fiiggvény grafikonja i

lathato. )

c) Adja meg az [ inverzfiiggvényének értelmezési : f
tartomanyat, értékkészletét, zérushelyét, és 2 '
jellemezze az inverzfiiggvényt monotonitas 1
szempontjabol! (4 pont) -

2 -1/0 1 2 3 X
Megoldas: / -1
a) Lasd: Statisztika 21. feladat -

b) A parabola az f:xax’+bx+c  masodfoku
fuggvénynek a grafikonja (a # 0, b,c € R). Ez dertiljon ki a megoldasbdl.(1 pont)

A szoveg alapjan f(0)=2, tehat c=2. (1 pont)
f'(0)=m=tg45°=1. (1 pont)
Mivel f'(x)=2ax+b, (1 pont)
ezért f'(0)=b=1. (1 pont)
f(4,6)=a-4,6°+b-4,6+c=3, (1 pont)
21,16a =-3,6, ebbdl a:—ﬂz—o,lf (1 pont)
529
A keresett parabola egyenlete y = -0,17x> + x + 2. (1 pont)
YA y=x +Z y=-0,17x" +x+2
\\\
: 1 0 1 2 3 % Bl
c) Az inverzfliggvény értelmezési tartomanya [-2;5], A (1 pont)
értékkeészlete [-2;3], (1 pont) ; / ,.V/’éx
zérushelye 1, (1 pont) STk / =
szigorian monoton névekedé. (1 pont) ) // -
Osszesen: 16 pont ) S
49) Egy sorsjegybodl jelenleg havonta atlagosan 5000 =2 % NI et
darabot értékesitenek. Egy darab sorsjegy ara 500 / "t
Ft, de a forgalmaz6 cég ezt csokkenteni szeretné. 2

A sorsjegy ara 10 Ft-os lépésekben csokkentheto. Azt feltételezik, hogy
ha az ar n-szer 10 Ft-tal alacsonyabb lesz, akkor havonta 10n? -tel tobb
sorsjegyet tudnak eladni (n € N*) . Tekintsiik ezt a feltételezést

helytallonak.

a) Hatarozza meg a sorsjegyek eladasabol szarmazo havi bevételt, ha a
sorsjegy arat 300 Ft-ra csokkentik! (3 pont)

b) Hatarozza meg azt az n értéket, amelyre a sorsjegyek eladasabol
szarmazé havi bevétel maximalis lenne! (9 pont)
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Az Osszes sorsjegy 5%-a nyero. Kétféle nyeremény van: 2500 Ft-os és
50000 Ft-os. A 2500 Ft-os nyero6 sorsjegybol pontosan 24-szer annyi van,
mint az 50000 Ft-osbol.

c) Toltse ki az alabbi tablazat iires mezo6it, majd szamitsa ki egy darab

sorsjegy nyereményének varhato értékeét! (4 pont)
I db sorsjegy 0 2500 50000
nyereménye (Ft)
nyeremeny 0,95

valoszinlisége

Megoldas:

a)
b)

c)

Lasd: Szdéveges feladatok 39. feladat
Tegytk fel, hogy n-szer csOkkentették 10 Ft-tal az arat, ekkor az Uj ar

500-10n (Ft) (ahol n <50), (1 pont)
és a havi eladott darabszam 5000 +10n°. (1 pont)
Az eladasbél szarmazé bevétel Ft-ban: (500 — 10n)(5000 + 10n2) =

=-100n° + 5000n° — 500007 + 2500000 . (1 pont)
Tekintstk a pozitiv valos szamok halmazan értelmezett
f(x)=-100x° + 5000x* — 50000x + 2500000 fiiggvényt. (1 pont)
Ennek derivaltfliggvénye f'(x)=-300x> —10000x — 50000 (xe R) , (1 pont)
melynek zérushelyei x; = 6,13 és x, =27,21. (1 pont)

A derivaltfiggvény pontosan a két gyok koézott pozitiv, és x,-ben pozitivbol
negativba valt, ezért x,az [ maximumbhelye (x,-ben negativbol pozitivba valt
a derivaltfliggvény). Vagy vizsgalhato, hogy f"(x;)>0 és f"(x,)<O ,
ami miatt f-nek x, a maximumbhelye. (1 pont)
(n értéke csak egész lehet:) f(27)=2826700 > f(28)=2824800, ezért

27-szer 10 Ft-tal (230 Ft-ra) kell csOkkenteni a sorsjegy arat ahhoz, hogy az

értékesitésbdl szarmazo havi bevétel maximalis legyen. (2 pont)
(eFt)

3000

.....

.........

o L R
--------

2000

1500

500

L 2 d' 1234 5; 78 9101112131416161718192021222324252627282930313233343536373539406142‘3“454667484;"
asa. 1 X

Valészintiségszamitas 60. feladat

50)

Osszesen: 16 pont

a) Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!
(25-3)" =2"'+9 (7 pont)

Legyen f(x)=x*-9x+ 14, ahol x valés szam.
Tekintsiik a kovetkezo allitast: ,,Ha x> 7, akkor f(x)>0.”
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b) Adja meg az allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)! Valaszat

indokolja! (4 pont)
c) Fogalmazza meg az allitas megforditasat! Igaz-e az allitas
megforditasa? Valaszat indokolja! (3 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Exponencidlis és logaritmusos feladatok 18. feladat
b) Az allitas igaz. (1 pont)
x> —9x+14 =0 valos gyokei 2 és 7. (1 pont)
Az x— x° —9x+14 masodfoku fiiggvény grafikonja y‘ \ y :_f‘(xf/"
»felfelé nyitott” parabola, tehat ha x > 7, akkor § c/
f(x)>0 teljestl. (2 pont) 2 // (R
c) Megforditas: Ha f(x)> 0, akkor x> 7. (1 pont) -
A megforditas hamis. (1 pont)
Egy ellenpéldaval indokolhat6. Példaul x = O esetén f(x)=14 >0, de
x<T7T. (1 pont)
Alternativ megoldas:
c) Megforditas: Ha f(x)> 0, akkor x> 7. (1 pont)
A megforditas hamis. (1 pont)
A b) rész megoldasa alapjan: ha x <2, akkor f(x)>0. (1 pont)
Osszesen: 14 pont
51) A statisztikai értékelések soran sziikség van az ‘ P,
adatokat és Osszefiiggéseket szemlélteté pontok | 7 | i
és egyenesek kolcsonos helyzetének jellemzésére. .| | /
Egy ilyen jellemz6 lehet a pontnak egy megadott .| | '

é(i:;
egyenestol mért fiiggdleges tavolsaga. =

Az abran lathato P,P,,P,,P, pontok esetén a Py

fiiggoleges tavolsagok rendre a — P
d,,d,,d,,d,szakaszok hosszaval egyenlék. (A
tavolsagokat megado szakaszok parhuzamosak az | = = Tt g
y tengellyel.)

a) Hatarozza meg az R(4;2) és az S(4;5) pontok fiiggbleges tavolsdgdt

1
az y = Ex + g egyenestol! (3 pont)

Ha a derékszogii koordinata-rendszerben az adatokat pontokkal
jelenitjiilk meg, és kiilonb6z6 egyeneseket vesziink fel, akkor mindegyik
egyeneshez kiszamithaté a pontok fiiggdleges tavolsagainak
négyzetosszege (az Abran lathaté példaban d* + d,” + d;> + d ?).
Tekintsiikk azt az egyenest a pontokra legjobban illeszked6 egyenesnek,
amelyre ez a négyzetosszeg a leheto legkisebb.
Adott harom pont a koordinata-rendszerben: A(1;3), B(3;5) és C(4;4).
b) Adja meg az m értékét ugy, hogy az y=mx egyenleti (origon
atmend) egyenes a megadott modszer szerint a legjobban
illeszkedjen az A, B és C pontokra! (m € R) (6 pont)

z y=—(-2x"+11x) egyenletu orbe athalad a megadott es
A :132211 gyenleti g gorbe athalad gad A és B

pontokon, a h egyenes pedig az origon és a C ponton.
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c) Mekkora a g és h altal kozbezart korlatos alakzat teriilete? (7 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Koordindatageometria 29. feladat
b) Ldasd: Koordindatageometria 29. feladat
c) A hegyenes egyenlete y = x. (1 pont)

Megkeressuk g (parabola) és h k6zos pontjait: %(—2)62 +1 lx) =X. (1 pont)

Nullara rendezve: 0 = 2x* —8x,
ahonnan x =0, illetve x=4.

(Két kozds pont van, az origd és a C(4;4) pont.) (1 pont) yi
A két metszéspont k6zott a parabola az egyenes f6lott 4 ‘ h
helyezkedik el, ezért a keresett tertiletet az ‘
B | .
J.(%(—QxZ +1 lx) - xjdx integral értéke adja. (1 pont) L \&
0 i
4 4 4 X
I(l(—2x2+11x)—x]dx=[—gx3+ix2} = (2 pont) |
.3 9 3
(:_2_43+i,42j=ﬁ (1 pont)

9 3 9

Osszesen: 16 pont
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