Exponencialis és logaritmikus kifejezések - megoldasok

Exponencialis és logaritmikus kifejezések

Megoldasok
1) Igazolja, hogy az alabbi négy egyenlet koziil az a) és b) jeli egyenletnek
pontosan egy megoldasa van, a c) és d) jelii egyenletnek viszont nincs
megoldasa a valos szamok halmazan!
2x* +x-10
a =0 4 pont
e (4 pont)
b) Vx+16+/x-9=5 (4 pont)
c) lg(x*+x-6)=1g(1-x?) (4 pont)
d) sinx-1= \/lg(cosz x-1,5cos x) (4 pont)
Megoldas:
a) A nevezd nem lehet O, ezért 2 -2 %0, (1 pont)
ebbdl x = 2. (1 pont)
A tovabbiakban a tért akkor O, ha szamlaloja O, tehat 2x* + x-10=0, azaz
x, =2 és x,=-2,5. (1 pont)
Igy az egyenletnek csak egy valés megoldasa van: x = -2,5. (1 pont)
b) Lasd: Abszolutértékes és gybkds kifejezések 1. feladat
c) A logaritmus értelmezése szerint: x> +x—-6>0 és 1-x*>>0. (1 pont)
Az els6é egyenlet megoldasai azon x valdés szamok, amelyekre x<-3 vagy
x>2. (1 pont)
a masodiké: —-1<x<1. (1 pont)
A két egyenldtlenség megoldashalmazanak nincs kozos eleme, igy az
egyenletnek nincs megoldasa. (1 pont)
d) A jobb oldali kifejezés az értelezési tartomanyan csak nem negativ lehet, igy
sinx—-1>0. (1 pont)
Ez csak x = g +2kn (k € Z) esetén teljestl. (1 pont)
De mivel cos [g + 2knj =0 minden k €Z esetén, (1 pont)
és nullara a logaritmus nincs értelmezve, igy nincs olyan valés szam,
amelyre az egyenlet értelmezve lenne, igy nincs megoldasa. (1 pont)
Osszesen: 16 pont
2) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket:
a) (x-2)- lg(x2 - 8) =0 (5 pont)
b) x*-|x|=6 (5 pont)
Megoldas:
a) A logaritmus értelmezése alapjan: x> -8 >0 (x < —242 vagy x> 2.2 ) (1 pont)

Egy szorzat értéke pontosan akkor 0, ha valamelyik szorzotényezé O,
azaz, ha x—-2=0 vagy lg(x2 —8) =0.

l.eset: x-2=0<x=2 (1 pont)
2. eset: lg(x2 —8)=0 4:}1;;,<x2 —8)=lg1 (1 pont)
x*-8=1x*=9< x, =3 vagy x,=-3 (1 pont)
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Az x=2 nem eleme az értelmezési tartomanynak. Az értelmezési tartomany
x=3 és x=-3 elemei a megoldasok, mert az atalakitasok ekvivalensek

voltak. M = {3;-3} (1 pont)
b) Lasd: Abszolitértékes és gybkds kifejezések 2. feladat
Osszesen: 10 pont
3) Oldja meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) lg(x+7)+1g(3x+1)=2 (5 pont)
b) 2* =3*" (6 pont)
Megoldas:

a) A logaritmus azonossagait és a 10-es alapu logaritmus szigorii monotonitasat
felhasznalva, megoldandé a (x+7)(3x+1) =100 masodfoku egyenlet. (1 pont)

31

Ezt megoldva: x, = 3 x,=3. (2 pont)
: ) . . 1 ) 31 .
Mivel a bal oldal értelmezése alapjan x > —3 ezért Xx; =3 nem gytke az
egyenletnek. (1 pont)
Az x =3 kielégiti az eredeti egyenletet. (1 pont)
b) A jobb oldalon alkalmazva a hatvanyozas azonossagait, megoldando a
2* =3-9" egyenlet. (2 pont)
Ebbdl rendezéssel kapjuk, hogy (gj :% (2 pont)
1 lg;
Innen x = log, (—j =—9~ -07304 (1 pont)
2\3) g2
2
A kapott gyok kielégiti az eredeti egyenletet (1 pont)

Osszesen: 11 pont
4) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletet!

x2-10x-24

. T log, 9
=sin— + 2°% 11 pont
x*-x-6 2 (11 pont)
Megoldas:
sing =1 (1 pont)
lg1=0 (1 pont)
oe® =9 (1 pont)
2 — J—
foy az = - 10x 624 =10 egyenletet kell megoldani, ebbél x> = 4. (4 pont)
X —-x-
x, =2 (1 pont)
x, =-2 (1 pont)
Ellendérzés:
X, =2 jo megoldas, (1 pont)
X, = -2 nem jo megoldas. (1 pont)

Osszesen: 11 pont
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5
) a) Oldja meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenletet!
x? =|x-6| (5 pont)
b) Oldja meg a valdos szamparok halmazan az alabbi egyenletrendszert!
Ig(x+y)=2l1gx
lgx=1g2+1g(y - 1)}
Megoldas:

a) Lasd: Abszolutértékes és gyokos kifejezések 3. feladat
b) x>0 és y>1 alogaritmus értelmezése miatt. (1 pont)

A logaritmus azonossagait hasznalva,

(9 pont)

lg(x+y)=1lgx’
g( y) 8 . (2 pont)
lgx=1g2(y-1)
Az 1g figgvény szigoru monoton né. (1 pont)
)
xry=x (1 pont)
x=2y-2
A masodik egyenletbdl kifejezziik x-et, behelyettesitve az elsébe kapjuk, hogy
4y -11y+6=0. (1 pont)
Ennek valos gyokei 2 és 0,75. (1 pont)
Az y>1 miatt 0,75 nem eleme az értelmezési tartomanynak. (1 pont)

Ezért csak y=2 és igy x=2 lehetséges. A (2;2) szampar megoldasa az

egyenletnek. (1 pont)
Osszesen: 14 pont
6) Oldja meg az alabbi egyenleteket!

a) 0,57%*-3,ahol x>0 és xR (4 pont)
b) 7+610gx%=log2x ,ahol 1< x<2 és xeR (7 pont)
Megoldas:

a) Az 0,575 =3 egyenletben a hatvanyozas megfeleldé azonossagat
2

alkalmazva, az W =3 egyenlethez jutunk. (1 pont)
2
Innen a logaritmus definicidja szerint —— =3 egyenlet adodik. (2 pont)
x
1
Ebbél x = —. 1 pont
12 (1 pont)
1
1 log, 2 1
b) Mivel log, — = =— . (1 pont)
2 log, x log, x
Igy a megoldando6 egyenlet: 7 — =log, x. (1 pont)

log, x
Mindkét oldalt log, x-szel szorozva, és az egyenletet nullara redukalva:
log,>x-T7log, x+6=0. (1 pont)
A log, x -re masodfoku egyenlet megoldasai: log, x =6 vagy log, x=1 (1 pont)
x=64 vagy x=2. (1 pont)
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Mivel 1< x<2, a 64 nem megoldas. (1 pont)

A megadott halmazon az egyenleteknek egy megoldasa van, a 2. (1 pont)

Osszesen: 11 pont

7) Oldja meg a kovetkezo egyenletrendszert, ha x és y valéos szamok,
tovabba x>0,x#1 és y>0,y=1.

log,. y+log, x=2
. Y . (13 pont)
sin(2x +3y) +sin(4x+y)=1
Megoldas:
Attérve azonos alapu logaritmusra: log, y + I =2. (2 pont)
08.Y

Mivel egy pozitiv szamnak és a szam reciprokanak 6sszege pontosan akkor 2,
ha a szam 1, (2 pont)
ezért log y=1, (1 pont)
azaz x=Yy. (1 pont)
Behelyettesitve a masodik egyenletbe: 2sin5 =1, azaz sinSx = % . (1 pont)
Innen S5x = %4‘ 2km, (1 pont)
vagy Sx = % +2lm, (1 pont)
ahol keN és leN. (1 pont)
A megoldasok igy: x;, = y, =%+§-k-n(keN), (1 pont)
B T 2
és x2=y2=€+g-l-n (1eN) (1 pont)
A kapott értékek kielégitik az egyenletet. (1 pont)

Osszesen: 13 pont

8) Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a valéos szamparok halmazan!

log, (x’y®)+1log, (x°y)=9
g.(x°y°) + log, (x°y) (16 pont]
cos(x+y)+cos(x-y)=0
Megoldas:
A logaritmus miatt x és y 1-t6l ktilénb6z6 pozitiv szamok lehetnek. (1 pont)

Az els6 egyenlet bal oldalat alakitsuk at a logaritmus azonossagat hasznalva:
log, (xgys) + log(xsy) =2+log, y+3log, x+1=3+ 3(logx y +log, x) . (3 pont)
Igy az els6 egyenlet: log, y+log, x=2. (1 pont)
A log, y €s a log, x egymas reciprokai, és ¢sszeguk 2. (2 pont)
Ez pontosan akkor teljestil, ha mindketté 1-gyel egyenlé, amibdl azt kapjuk,
hogy x=y. (2 pont)
Beirva a masodik egyenletbe: cos2x+cos0 =0, ahonnan cos2x=-1 (2 pont)
Ez akkor és csak akkor teljestil, ha 2x =n+2kn,

azaz x:g+kn,aholkeZ. (3 pont)

Osszevetve az x,y > 0 feltétellel, x = y = g+ kn, ke N. (2 pont)

Osszesen: 16 pont
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9) Az alabbi harom kifejezés mindegyike esetén adja meg a valés szamok
halmazanak azt a legbhévebb részhalmazat, amelyen a kifejezés

értelmezheto!
a) cos(log2 \/;) (3 pont)
b) ./log,(cosx) (5 pont)
c) log &(cosz x) (5 pont)
Megoldas:
a) A négyzetgydk miatt x>0. (1 pont)
A logaritmus miatt Jx>0. (1 pont)
A keresett halmaz: ]0;+oo] . (1 pont)
b) A logaritmus miatt cosx>0. (1 pont)
A négyzetgyok miatt log, (cos x)>0, (1 pont)
azaz cosx>1. (1 pont)
A koszinusz figgvény értékkeészlete miatt cosx=1. (1 pont)
Az értelmezési tartomany tehét{x € R|x =k-2n,k € Z}. (1 pont)
c) A logaritmus alapjai miatt x>0 és x=1. (1 pont)
A logaritmus miatt cos? x> 0. (1 pont)
Tehat cosx#0. (1 pont)
x¢g+k-n,aholkeZ (1 pont)

Az értelmezési tartomany tehat,
R*\[{l}u{g+k-n}] aholk e N. (1 pont)
Osszesen: 13 pont

10) Oldja meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket!

a) Vx+2=-x (4 pont)
x-1
b) 22N = gxs (x 2 -4) (7 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Abszolutértékes és gyokés kifejezések 8. feladat
b) Ko6zos alapra hozva a két oldalt:

x-1
4D+ _ gid (1 pont)
Az exponencialis flggvény szigori monotonitasa miatt az alapok
elhagyhatoak:

x-1
x-1)(x+4)= . 1 t
(x-1)(x+4)=—— (1 pont)
Ebbdl x, =1 vagy (2 pont)
(x+ 4)2 =1, (1 pont)
amibdl x, =-3 vagy x; =-5. (1 pont)
Ellené6rzés... (1 pont)

Osszesen: 11 pont
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11)a) Igazolja, hogy a (—%), a0 és a 3 is gyoke a 2x>-5x>-3x=0

egyenletnek, és az egyenletnek ezeken kiviil mas valés gyoke nincs!

(5 pont)
b) Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!
2cos® x—5cos’x-3cosx=0 (6 pont)
c) Mutassa meg, hogy a 2-8* +7-4* + 3-2* =0 egyenletnek nincs valds
gyoke! (5 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Egyenletek, egyenlétlenségek 6. feladat
b) Lasd: Trigonometria 9. feladat
c) Az egyenlet bal oldalan 2* kiemelhet6:

2 (2:4%+7-2°+3)=0. (1 pont)

Az exponencialis figgvény értékkészlete a pozitiv valéos szamok halmaza, igy

2* =0 nem lehetséges. (1 pont)
Masodfokura visszavezethetd a megmaradt egyenlet:

2
2-(27) +7-2+3=0. (1 pont)
2* = -3 vagy 2* = —%. (1 pont)
Az exponencialis figgvény mar emlitett értékkeészlete miatt ezek nem valos
gyokei, igy valoban nincs megoldasa az egyenletnek. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

12) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) 2sinx-2sin’ x = cos® x (5 pont)
b) 25%*=5+4.5"%* (7 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Trigonometria 10. feladat

b) A logaritmus figgvény értelmezése miatt x > 0. (1 pont)
Mivel 25%* = (5“‘“)2 , ezért az egyenlet (1 pont)
(5%)" ~4-5% ~5=0 alakban is irhato. (1 pont)
Az 5% -re nézve masodfoku egyenlet megoldasai:
5% =1 és 5% =5, (1 pont)
Mivel 5%* >0, ezért 5% = —1 nem lehetséges. (1 pont)
Ha 5% =5, akkor x =10. (1 pont)
Ellendrzés... (1 pont)

Osszesen: 12 pont

13)a) Oldja meg az alabbi egyenletrendszert, ahol x és y pozitiv valos

szamok! (6 pont)
x+y=0,2
lgx+1 X+
g gY _ 1g y
2 2

b) Oldja meg a [-n;n] halmazon a 2sin® x — cos x = 2 egyenletet! (6 pont)
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Megoldas:
a) Az els6 egyenletbdl x=0,2 -y, ezt a masodikba behelyettesitve

1g(0,2 —29)+ lgy _ 1g0,1. (1 pont)
1g((0,2 - y)y) = -2 (1 pont)
(A logaritmus definicioja miatt) (0,2 -y)y =0,01, (1 pont)
azaz y°-0,2y+0,01=0. (1 pont)
Innen y = 0,1 és (visszahelyettesitve) x = 0,1. (1 pont)
Ellenérzés példaul behelyettesitéssel: (az elsé egyenlet nyilvan igaz) a masodik
egyenlet bal oldala: @ =-1, jobb oldala: 1g 2-0,1 _ -1. (1 pont)

b) Ldasd: Trigonometria 12. feladat
Osszesen: 12 pont
14) a) Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!

1 x 1 x+1 1 x+2
25.|=| -s0.[Z| +30.[2| =81 (7 pont)
5 5 5
b) Igazolja, hogy lgS -;lg S <lg S +25_ (x e R). (7 pont)

Megoldas:
a) Az azonos alapu hatvanyok szorzatara vonatkozo azonossag miatt:

1Y 1YY 6 (1Y)
%(éjx =81 (1 pont)
(éjx = (1 pont)

3-8 o

Az 1 alapt exponencialis fliggvény koélcsOndsen egyértelmu, ezért x =-1.

(1 pont)
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalakitasokra hivatkozva.
(1 pont)
lg(5* -5 X 45
b) (5° >0 és 5% >0, ezért) ( > )Slgs +25 . (1 pont)
0<lg % (1 pont)
A 10-es alapu logaritmusfiiggvény szigoruan monoton névekedd, ezért
(1 pont)
1s¥,vagyis 2<5°+5™”. (1 pont)

Az 5° és az 5* pozitiv szamok egymas reciprokai, ezért az 6sszeguk legalabb

2.
(2 pont)
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Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért ebbdl kovetkezik, hogy az eredeti
allitas is igaz. (1 pont)
Osszesen: 14 pont

15) Oldja meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

1 2x+1 1 x+1
a — +| — =324 6 pont
(3] +(3) (6 pont)
b) J6x-24=2x-7-1 (7 pont)

Megoldas:

a) 1 (1]2x+l-(ljx—324 (1 pont)
3 \3 9 \9 P
1Y (1Y 1 1)(1)"

- ==, 1 —+-|l=| =324
(3] (9j gy(s 9J(9j
4 (1Y
azaz —-|—| =324 2 pont
5 (9) (2 pont)
1 X
(5} =729 (1 pont)

Tudjuk, hogy (éj =9

729 = 9° és az exponencialis fliggvény egyértelmtisége miatt x = -3 (1 pont)
Ellendérzés behelyettesitéssel vagy ekvivalenciara hivatkozassal.
Tehat a megoldas x=-3. (1 pont)

b) Lasd: Abszolutértékes és gydkds kifejezések 11. feladat
Osszesen: 13 pont
16) Oldja meg az alabbi két egyenl6tlenséget a valéos szamok halmazan!

a) cosx 2 % (3 pont)

b) ‘/g ~4<20 (4 pont)

c) Hany olyan egész szam van. amelyik gyoke az alabbi
egyenlotlenségnek?
log, s (2x +100) > -8 (7 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Trigonometria 13. feladat

b) Lasd: Abszolutértékes és gydkds kifejezések 12. feladat

c) Ertelmezési tartomany: x > —50. (1 pont)
(Mivel 0,5° =256 ezért)
log, s (2x +100) > log, ; 256. (1 pont)
A 0,5 alapu logaritmusfiiggvény szigorian monoton csdkken, (1 pont)
ezért 2x +100 < 256. (1 pont)
x<78 (1 pont)
Az értelmezési tartomannyal 6sszevetve tehat (a valos szamok halmazan) az
egyenldtlenség megoldasa: —50 < x < 78. (1 pont)
Az egyenlétlenség egész gyOkeinek a szama 128. (1 pont)

Osszesen: 14 pont
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17) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) V2x+6=x+1 (S pont)
b) 2log, x> + 3log, x* = log, x* + log, 8° (6 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Abszolutértékes és gyokds kifejezések 14. feladat

b) Az egyenlet értelmezési tartomanya: x> 0. (1 pont)
A logaritmus azonossagait alkalmazva:
4log, x +9log, x =4log, x +9log, 8. (2 pont)
Egyszertisitve 9log, x =9log, 8,
a logaritmusfliiggvény koélcsonos egyértelmtisége miatt x=8. (2 pont)
Az x> 0 feltétellel 6sszevetve az x = 8 jo megoldas. (1 pont)

Osszesen: 11 pont
18) a) Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!
(25-3)" =219 (7 pont)

Legyen f(x)=x*>-9x+14, ahol x valés szam.
Tekintsiik a kovetkezo allitast: ,,Ha x> 7, akkor f(x)>0.”
b) Adja meg az allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)! Valaszat

indokolja! (4 pont)
c) Fogalmazza meg az allitas megforditasat! Igaz-e az allitas
megforditasa? Valaszat indokolja! (3 pont)
Megoldas:
a) (2°)-6-27+9=2.2"49 (2 pont)
Ez az egyenlet 2*-ben masodfoku.
Nullara rendezve: (2x )2 -8:2"=0 (1 pont)
2" =0 vagy 2* =8 (1 pont)
2" mindig pozitiv, igy az elsé eset nem lehetséges, (1 pont)
a masodikbol az exponencialis fliggvény koélcsdonds egyértelmiisége miatt
x=3. (1 pont)
Ellené6rzés... (1 pont)

b) Lasd: Fligggvények — Analizis 50. feladat
c) Lasd: Fiiggvények — Analizis 50. feladat .
Osszesen: 14 pont
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