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Matematika Emelt Szintli Probaérettségi Megoldokulcs 2023. februar 18.

1. Az alabbi tablazat 2022. oktober honap napjainak atlagos napi homérsékletét mutatja meg
(oktdber elsejétol oktober 31-€ig, 31 napot vizsgalva).

E—
- Gakorisig

a) A tablazat alapjan szamitsa ki az oktoberi honap atlagos hémérsékletét, és annak
szorasat! (3 pont)
Andris az adatok alaposabb megvizsgalasa soran észrevette, hogy minden nap a honap

napjai soran vagy ugyanannyi volt a homérséklet, mint az azt megel6zé nap, vagy egyre
hidegebb volt a napok mulasaval.

b) Hatirozza meg, hogy mennyi volt az atlag homérséklet azokon a napokon, amikor a
datum primszam volt, és akkor, amikor a datum négyzetszam volt! (4 pont)

Egy novekvo szamtani sorozat els6 harom tagjanak osszege 75. Az elsé tagjabol egyet
kivonva, a masodikhoz harmat hozzaadva, mig a harmadik tagot néggyel megszorozva,
illetve ahhoz tizenhatot adva egy mértani sorozat elsé harom tagjat kapjuk.

C) Mi a mértani sorozat elsé harom tagja? (6 pont)

Megoldas:

8+3-11+6-12+4-13+8-14+7-15+16+17 415

a) A 31 nap atlaghémérséklete: 31 1 ~ 13,39 C°

(1 pont)

Ebbol a szoéras:

\/(8—13, 39)" +3(11-13,39) +6(12-13,39)" +...+ (16 -13,39)" + (17 -13,39)’

=1,7902
31
(2 pont)
b) Az alabbi szamok 31-ig a primszamok: 2; 3; 5;7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31. (1 pont)
Ezekhez a napokhoz rendre felirhat6 az atlaghomérséklet:
16+3-15+3-14+13+12+11+8 147 ~13,36 C° (1 pont)
11 1

Az alabbi szamok 31-ig a négyzetszamok: 1; 4; 9; 16; 25. (1 pont)

Ezekhez a napokhoz rendre felirhat6 az 4tlaghdmérséklet: 17+2 '15; 14+12 = ? =146 C
(1 pont)
C) A szamtani sorozatot a szoveg alapjan fel tudjuk gy irni, hogy a,—d; a,; a, +d, ami jelen
esetben a 25—d; 25; 25+ d -vel lesz egyenld, hiszen az 6sszegiik 75. (1 pont)
Ebbdl a mértani sorozat tagjai: 24—d; 28; 116+ 4d (1 pont)
Majd felirhaté ebbdl az az Osszefliggés a mértani sorozat definiciojat kihasznalva, hogy
(116+4d)(24—d) =28 (1 pont)

: . e G =20
Ezt rendezve az kapjuk, hogy d lehetséges értékei q 25 (2 pont)
2=

Viszont mivel ez egy ndvekvé sorozat, ezért csak a d1 lesz a jo megoldasunk, tehat a mértani
sorozatunk elso 3 tagja: 4; 28; 196. (1 pont)

Osszesen: 13 pont
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2. Maté megfigyelte, hogy az iskoldja mellett talilhato Kkisboltban mindig el van helyezve a
kirakatban 7 kiilonbo6z6 izii tabla csokoladé, méghozza tejcsokis, étcsokis, mogyoros, epres,
mentas, narancsos és karamellas. Mind a 7 iz kiilon stocokba rendezve fekszik a polcon.

a) Maté négy kiilonboz6 izii tabla csokoladét szeretne vasarolni. Az elsot édesanyjanak,
a masodikat édesapjanak, a harmadikat a kishuganak, mig a negyediket 6nmaganak
veszi. Mekkora a valosziniisége, hogy a higa nem gyiimolcsos izii csokit fog kapni, ha
Maté véletlenszeriien valasztja ki a négy kiillonboz6 izl csokoladét? (5 pont)

b) Ha Maté ot tabla csokoladét szeretne vasarolni sorrendtél fiiggetleniil, hanyféleképpen
teheti ezt meg, ha mindenképpen szeretné, hogy legyen koztiik legalabb egy
karamellas, viszont semelyik izbdl sem szeretne tobb, mint két darabot vasarolni?

(4 pont)
Karacsony kozeledtével n db uj izii tabla csokoladé jelent meg a kirakatban.

c) Hany darab 1j izi tabla csokoladét lehet kapni a kisboltban, ha Maté igy 1287-

féleképpen tud 6t darab Kkiilonboz6 tabla csokoladét megvasarolni? (4 pont)
Megoldas:
a) Osszesen 7-6-5-4 =840 féleképpen tudja megvenni a 4 db csokoladét. (1 pont)

Mivel a kishtiga csokija a sziilei¢ utan kertiil kivalasztasra, igy el0szor azt kell megvizsgalni,
hogy 6k milyen izii csokoladét kaptak, a kedvez6 esetek kiszamitasahoz.

Els6 esetben mindkét sziild gylimolcsos csokit kap. Ez 2-5-4 = 40-féleképpen torténhet meg.
(1 pont)

Masodik esetben csak az egyikiik kaphat gyiimolcsoset, mig a huga nem, Maté viszont kaphat.

2
Ezen esetek szama (J 2-5-4-4=320. (1 pont)
Harmadik esetben se a sziilok, se a kishuga nem kaphat gyiimdlcsés csokit, ez pedig
5-4.3-4 =240 eset. (1 pont)
fgy a keresett valosziniiség P = k?dveZO = 40320 +240 = 600 =2 ~0,7143. (1 pont)
0sszes 840 840 7

b) Mivel az 6tbél egy mindenképpen karamellas, igy elegendé a maradék négy csoki lehetséges
eseteit megvizsgalni.

Elsd esetben még pontosan egy db karamellds lesz a 4 csoki kozott. Ha a maradék 3 mind

6
kiilonb6zo, akkor ez [3}2 20, mig barmiféle tovabbi duplikdcid a maradék 3 csoki kozott

6)5
(J(J =30 esetet képez, ahol szamit, mely csokibol vasarolunk két darabot. (1 pont)

Masodik esetben nem lesz karamellds a vizsgalt, maradék 4 csoki k6zott. Ha mind a 4 kiilonb6zo,

° 6)(5
az (4]215 esetet képez. Ha a 4 kozott pontosan egy duplikacié van, az (J(Z]:GO-

6
féleképpen, mig 2 db duplikécio (Zj =15 kiilonboz6 féleképpen torténhet meg. (2 pont)

Osszeadva az eseteket megkapjuk, hogy 140-féleképpen veheti meg az 5 db csokit. (1 pont)
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c)

Legyen 7+n=k (nkeN).

k
Tudjuk, hogy [5]:1287. A kombinacié képletetét felhasznalva felirhatjuk, hogy

k!

m =1287 , melyet atrendezve a (k —4)(k —3)(k — 2)(k —1)(k) =154440 egyenletet
kapjuk. (1 pont)
Mivel a bal oldalt 5 szomszédos szam szorzata all, igy primtényezdire bontjuk a 154440-et.

154440=2%.3°.5.11.13. (1 pont)
Ezen tényezokbdl csak a 9-10-11-12-13 szorzat allithato eld, mely 5 szomszédos természetes
szambol all. (1 pont)
Ez alapjan k =13, tehat n=6 1j izii csokoladé érkezett karacsonykor. (1 pont)

Osszesen: 13 pont
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3. Zsombor, a cukrasz, feleségének sziiletésnapja kozeledtével szerette volna 6t meglepni
harom kiilonboz6 tortaval. Az elso tortanak az alapja egy szabalyos haromszog, a masodik
tortanak az alapja egy szabalyos 0tszog, a harmadik alapja pedig egy kor.

a) Mekkora oldalhosszu, illetve, a harmadik torta esetén, sugaru, lesz az alapja az egyes
tortaknak, ha mindegyik torta alapjanak teriilete 500 cm2? (5 pont)

A tortak centiméterben mért magassaga rendre egy szamtani sorozat elsé harom tagja. A
sorozat differenciaja 4. Tudjuk ezen feliil, hogy az elso tag a legkisebb primszam.

b) Rendre mekkora a tortak térfogata? (3 pont)

A cukraszatban az alabbi izesitésekkel tudjak a vasarlok megvasarolni a tortakat: csokis,
gyiimolcsos és tejszinhabos. Tudjuk, hogy dsszesen 50 tortat készitettek el a mai nap soran
(mindegyik torta legalabb egy izesitésii). Ebbdl 20 csokis, 26 gyiimolcsos, és 17 tejszinhabos.
5 csokis-gyiimolcsoset, és 7 gyiimolcsos-tejszinhabosat készitettek. Csupan két darab olyat
készitettek, ami csokis-gyiimolcsos-tejszinhabos lett.

c) Hany tortat készitettek, ami csokis-tejszinhabos izesitésii lett? (4 pont)
Megoldas:
. ) . L , a’-sin60° ) .
a) A haromszog esetén felirhato az oldalara az, hogy: T: 500 cm®, amit rendezve azt
kapjuk, hogy: a= 33,98 cm? (2 pont)

Az otszoget felbontjuk 5 egybevagd haromszogre, aminek egyik csticsa az 6tszog kozéppontja
lesz, és az azzal szemkozti oldal, pedig az 6tszog egyik oldala lesz.

2.sin72°
Ezekre a haromszogekre felirhatjuk azt, hogy % =100 cm?, mivel ez az 6tode lesz az
egész otszognek. Ezt rendezve azt kapjuk, hogy a=14,50 cm® (1 pont)
. L . : o s g ., sin72" X
Ezutan pedig szinusz tételt alkalmazva megkaphatjuk a kérdéses 6tszog oldalat: Sin5a’ = 3
i

ahol x jeloli az 6tszog oldalat. Ezt rendezve megkapjuk, hogy: x= 17,05 cm?
(1 pont)
A kor esetén pedig felirhat6 a sugérra az, hogy: r>-m = 500 cm?, ezt rendezve megkapjuk, hogy
r=12,62 cm?’ (1 pont)
b) Az adott adatok alapjan felirhat6 a kovetkez6 szamtani sor: 2; 6; 10 (1 pont)

Ezutin a V=T,-m képletbe behelyettesitve megkapjuk azt, hogy a tortdk térfogatai:

Viromatg =500+ 2 = 1000 cm® V.- =500-6 = 3000 cm® V,, =500-10 = 5000 cm® (2 pont)
¢) Abrazoljuk Venn-diagrammon. (1 pont)

A szita formula alapjan felirhato az alabbi osszefiiggés: 20426417 -5-7—X+2= 50 (2 pont)

Ezt rendezve megkapjuk, hogy 6sszesen x =3 darab csokis-tejszinhabos késziilt. (1 pont)

Osszesen: 12 pont
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4. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) 36-477"+4+11.12*-16-37*" =0 (6 pont)
b) 4sinx-cosXx+2cos’ X =-1 (7 pont)
Megoldas:
a) A hatvanykitevoket szorzotényezdkké alakitva, illetve 3°* -nel leosztva, az aldbbi egyenleteket
tudjuk felirni:
9-4* +11.12 -48-3*> =0
42x 4x . 3x
9.32x +1lsT—48:0 (l pont)
Hatvanyazonossagok alapjan:
4 2x 4 X
9-|=| +11.|—=| —48=0 1 pont
(3) [3) (1 pont)
A masodfokt megoldoképletet alkalmazva a kovetkezd két gyokot kapjuk:
4\ 16 4Y"
—| =—vagy| - | =-3. 1 pont
(3) o Vaoy (J (1 pont)
Az utobbi nem lehetséges, hiszen egy pozitiv szdm minden hatvanya pozitiv. (1 pont)
Az exponencialis fliggvény szigorti monotonitasa miatt X =2. (1 pont)
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalenciara valo hivatkozassal. (1 pont)

b) Alkalmazva trigonometrikus Pitogarasz-tételt felirhatjuk a kovetkezé egyenletet:
4sin x-cos X +3¢c0s” X +sin*x =0 (1 pont)

Az egyenletet cos® x-szel leosztva (cos” x # 0, hiszen abban az esetben ellentmondasra jutnank,

mivel 4-(+1)-0+3-0+1=0). (1 pont)
H 2 HJ

4S|nx+30032x+sm2x _o
COSX  COs*X oS’ X

4tgx+3+1g°x=0 (1 pont)

Mivel ez egy tgx-re masodfoku polinom fiiggvény, igy alkalmazhatjuk a megfeleld

megoldoképletet. Igy a fiiggvény két gyoke a tgx, =—1 ésa tgx, =—3. (1 pont)
. T

Ebbdl x, =_Z+ -7, (1 pont)

illetve x, = %+ m-m akét megoldas. |, meZ (1 pont)

Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalenciara valo hivatkozassal. (1 pont)

Osszesen: 13 pont
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Az 5-9. feladatok koziil tetszés szerint valasztott négyet kell megoldania.

5. Miklos, a fiszerkereskedo ugy dontott, hogy sajat mozsarat fog tervezni és arulni. A
tervezet szerint minden egyes mozsar egyetlen, homogén, természetes granittombbol
késziilne, amelyekbdl eloszor egy 5 cm oldalhosszu, szabalyos kilencszog alapu hasabot
vagnak ki, melynek magassaga 8 cm. Ezt kovetden egy iireget fiirnak bele az egyik alapon
keresztiil ugy, hogy a mozsar taloldalan, tehat az aljan maradjon 1 cm magas, tomor
granit. Az iireg alakjat egy 12 cm atmérdji félgomb, illetve az arra pontosan helyezkedd,
szintén 12 cm atmérdji egyenes henger adja.

ki
a) Mekkora tomege lesz egy ilyen mozsarnak, ha a granit siiriisége 2750 —93 ? Valaszat
m

harom tizedesjegyre kerekitse! (9 pont)
Adott az alabbi allitas: Minden pozitiv egész n esetén a 11" +12°"™" Kifejezés oszthat6 133-
mal.
b) Dontse el, hogy igaz-e az allitas! Valaszat indokolja! (7 pont)
Megoldas:

a) A hasab térfogatanak kiszamitasahoz el6szOor az alapjat alkotd szabalyos
kilencszog teriiletét kell meghatarozni, mely egyenlé az azt alkoté 9 db
egybevagd, egyenlészara haromszog teriiletének osszegével. (1 pont)

o

Ezen egyenldszara haromszogek szarszoge =40°, igy az alapon fekvd

szogei 70° -ak. Tovabba alapja 5 cm, mig magassaga a szimmetriai okok miatt (]
alkalmazhato szogfiiggvény alapjan felirhato Osszefiiggésb6l szamithato Ki: Scm

tg70°= 2£5’ tehat 2,5-t9g70°=m=6,8687 cm. Egy ilyen haromszog teriilete

igy w =17,1717 cm?, (1 pont)
ebbdl pedig a szabalyos kilencszogé 9-17,1717 =154,5456 cm?. (1 pont)
fgy a hasdb térfogata V., =t-M =154,5456-8=1236,3648 cm’. (1 pont)
A mozsar térfogatanak kiszamitasahoz ebbdl ki kell vonni a kifurt térfogat nagysagat, mely a
félgombbdl és a ra illeszkedd egyenes hengerbdl all. (1 pont)
4r’.
o . L 3 4.6°- 1

A félgémb sugara 6 cm, igy felirhatjuk, hogy Vigysm, = > "% =144r. (1 pont)
A feladat szovege szerint 1 cm-t kell hagyni a mozséar aljanak, tehat az egyenes henger
magassiga My — Rgomy —Mienger =1 CM Osszefiiggés alapjan M, =1cm .

Tehat a henger térfogata V, . = r’.m- M enger =367 (1 pont)
A mozsar térfogata igy V.. =1236,3648—1441—36m=670,8782 cm’, mely kébméterbe
atvaltva 0,0006708782 m®. (1 pont)
A mozsar tomege tehat 0,0006708782 m®. 2750% = 1,845 kg. (1 pont)
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b) Az allitast teljes indukcidval fogjuk bizonyitani.

El6szor is vizsgaljuk meg, hogy igaz-e n=1-re.

1177 +12*"" =1331+1728 = 3059, mely valdban oszthato 133-mal.

Tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil n =k -ra. (indukcios feltevés)

Ez alapjan teljesiil-e az allitds n=k +1-re?
11|(+1+2 +122~(k+1)+l — 11.11k+2 +122 ‘122k+l
Ezt a kovetkezoképpen felirva 11-(11? +12°) +(12° -11)-12%

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

belathatjuk, hogy az elsé tag az indukcids feltevés miatt oszthato lesz 133-mal, mig a mésodik,

a 12° —11=133-as szorzotényez6 miatt lesz oszthatd vele.

(1 pont)

Ezzel belattuk, hogy a vizsgalt tulajdonsag, tehat a kifejezés oszthatésaga 133-mal, 6rokldodik,

igy minden pozitiv n egész szamra teljesiil.

Tehat az allitas igaz.

(1 pont)
(1 pont)

Osszesen: 16 pont
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6. A Fovam téri Fiirdé Szekcio Zrt. egy logot szeretne készittetni az egyik vizi kampanyukhoz.
Elképzelésiik szerint a logo egy sarga, illetve egy kék szinii, egymast metsz6é korlapokbol
allna, amelyek koordinata-rendszerbeli egyenlete ilyen sorrendben a kovetkezé:

X?=12x+y*+6y+20=0, illetve x> —22x+y*—8y+88=0.

a) Szamitsa ki a metszetiik altal képzett zoldl teriilet nagysagat teriiletegységben!

Valaszat két tizedesjegyre kerekitse! (10 pont)
Adottaz a, = 1;:;3 természetes szamok halmazan értelmezett szamsorozat.
b) Hanyadik tagtol kezddden lesz a tagok és a sorozat hatarértékének kiilonbsége Kisebb,
. 1
mint m? (6 pont)

Megoldas:
a) Atrendezve az egyenleteket felirhatjuk, hogy a

k, :(x—6)2+(y+3)2 =25, melybdlr, =5

, , (1 pont)
k, =(x—11)" +(y—4)" =49, melybélr, =7
A két kor metszéspontjait az altaluk alkotott egyenletrendszer gyokei adjak.
X? —12x+y*+6y+20=0
y , y (1 pont)
X* —22x+Yy*-8y+88=0

Az els6 egyenletbdl kivonva a mésodikat felirhatjuk, hogy:
10x+14y =68

S5X+ 7y =34 (mely a korok metszéspontjan athalado egyenes egyenlete is egyben.) (1 pont)
34 —-5x
y =

Osszefliggést az atrendezett els6 egyenletbe behelyettesitve a kovetkezd

megoldandd egyenletet kapjuk:
(x-6) +(
37x* —569x+1782 =0 (1 pont)

Ebbdl x, =11, ahonnan vy, = 34_#511 =-3. Tehat A(11,-3).

34 -5x

2
+ 3j =25, mely az alabbi masodfoku egyenlethez vezet:

34-5.102
Illetve, X, :%, ahonnan vy, :%:%.Tehét B(%%)

37

~8,1373. (1 pont)

2 2
Innen a pontok tavolsadga |AB| = \/(% —1lj + ( o 3) - 359\,/7ﬂ

! A z61d teriilet nagysaga, a szinkeverés miatt, a kék és sarga korlapok atfedésének teriiletével lesz egyenld.

9
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b)

A keresett teriiletet a AB végpontokkal rendelkez6 kozos
hur altal alkotott korszeletek adjak. Tovabba a KK,

szakasz szimmetriai okok miatt merdlegesen felezi ezt a
hart. Legyen ez a metszéspont az O pont.

Mivel a BOK, haromszog derékszegi, igy felirhato az

7

- 12
AB =8.1373347120673

alabbi szogfliggvény: A
8,1373
sin % = % =54,4623° = =108,9246° (1 pont)

Wi 108 924841441605 12°
] {

fgy k, -hez tartozé korszelet teriilete megegyezik a B =108,9246° nyilasszogii korcikk, illetve a

B=108,9246° szarszogii, egyenldszari haromszog teriiletének kiilonbségével.

~108,9246°-5% - _5-5-5in108,9246°
korszeletl 3600

=11,9393 teriiletegység. (1 pont)

Mivel a BOK, haromszog derékszogi, igy felirhatd az alabbi szogfiiggvény:

8,1373
sin % - % = 35,5377° = o = 71,0754° (1 pont)

fgy k,-hoz tartozo korszelet teriilete megegyezik a oo = 71,0754° nyilasszogii korcikk, illetve a

o =71,0754° szarszogl, egyenl6szari haromszog teriiletének kiilonbségével.

_ 71,0754°-7% -1 _ 7-7-sin71,0754°

corszelets = 360° 5 =7,2165 teriiletegység. (1 pont)
fgy a keresett teriilet nagysaga 11,9393+7,2165 ~ 19,16 teriiletegység. (1 pont)
Hatarozzuk meg a sorozat hatarértékét!
8
14——
Iimn%mzlimn% n_14-0_14_, 55 (1 pont)
8n+3 g, 3 8+0 8
n

Tehat azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen n esetén esnek a sorozat értékei a hatarérték 0,001
kornyezetén beliil. Igy felirhatok az alabbi egyenlétlenségek:

14n-8

1,749 <
8n+3

<1,751 (1 pont)

13,992n+5,247 <14n -8 <14,008n +5, 253

—0,008n+13,247 <0< 0,008n+13,253 (1 pont)
Mivel a jobb oldal mindig pozitiv, bal oldali egyenl6tlenséget kell megoldani. (1 pont)
13,247 < 0,008n

1655,875<n (1 pont)
Tehat az 1656. tagtol kezdve lesz az adott kiilonbség kisebb, mint 10:;0 . (1 pont)

Osszesen: 16 pont

10
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7. Balint egy rendezvényszervez6 cégnél dolgozik, és azt a megbizast kaptak, hogy egy
sportnapot kell megszervezniiik kiilonb6z6 programokkal. Az egyik program a sok koziil
egy kosarlabda-bajnoksag, ahol 5 csapat vesz részt, és mindegyik csapat mindegyik masik
csapattal jatszik. A meccsek végkimenetelére a bajnoksag kezdetéig fogadni is lehet,
mindegyik esetben 3 opciora: A csapat nyer, dontetlen, B csapat nyer. Csak olyan szelvényt
lehet kitolteni, ahol az 6sszes meccsre kell fogadni.

a) Mekkora eséllyel lesz hibatlan szelvényiink, ha 1000 kiilonb6z6 szelvényt toltiink ki?
(4 pont)

A rendezvényen 9 résztvevovel tollaslabda-bajnoksag is zajlik, ahol mindenki
megmérkozik egymassal. Eddig ennyi meccset jatszottak le a résztvevok: 5; 4; 45 45 35 3; 2;
1; 0.

b) Hany meccset kell még jatszaniuk ahhoz, hogy mindenki jatsszon mindenkivel?
(3 pont)

A sportnapon lehet6ség van ijaszkodni is. Osszesen 10 nyilvesszo all rendelkezésre, és egy
alkalomhoz 6 nyilvesszét biztositottak a szervezok (miutan valaki kilotte mind a hatot,
osszeszedik azt a hatot, és visszateszik a tobbi kozé).

C) Mekkora valésziniiséggel kaphatta egymas utan 3 ember is ugyanazt a 6 nyilat a 10-
bo1? (4 pont)

A sportnap zardrendezvénye egy futéverseny volt, amin sziil6-gyermek parosok
indulhattak. (Egyéni futoverseny, azonban csak parosaval lehetett jelentkezni.) Tudjuk,
hogy az elso 8 helyezett pont 4 ilyen paros volt, akik mind egymas utan értek be paronként.

d) Hanyféleképpen érhet be a célba az osszes versenyzd, ha osszesen 10 sziil6-gyermek
paros indult a versenyen, viszont 2 gyerek és 2 sziilo sosem ért be egymast kovetoen a
célba? (5 pont)

Megoldds:

a) Tudjuk, hogy mivel csoportmérkézés van, ezért mindenki jatszik mindenkivel, azaz dsszesen

E =10 mérkdzés lesz Osszesen. (1 pont)

Viszont ahhoz hogy biztos nyerjiink, mind a 3 opciora fogadnunk kell a szelvényeken. (1 pont)

Vagyis dsszesen: 3° =59049 szelvényt kellene kitolteniink. (1 pont)

Mivel 1000 szelvényt toltottink ki, ezért 1000 ~ 0,017 valdsziniiséggel lesz hibatlan

szelvénylink. (1 pont)

b) A lejatszott meccseket Osszeadva megkapjuk, hogy Osszesen Stavat 4;_ 3¥3+2+1 13

meccset jatszottak le eddig, hiszen minden meccset kétszer szamoltunk. (2 pont)
Ahhoz, hogy 36 meccset jatsszanak Osszesen, jatszaniuk kell még 36 —-13 = 23 meccset.

(1 pont)

10
C) Az, hogy valaki kihtizzon 6 nyilat ( 6 j -féleképpen teheti meg.

2
Az utdna 1év6 embereknek viszont muszaj azt a 6 nyilat kihtizniuk, vagyis (6] -féleképpen

tudnak donteni. (1 pont)

11
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d)

10V’
Az Osszes lehetséges eset [ 5 ] -féleképpen fordulhat eld. (1 pont)

)
oAb __1 =0,00002267573

Az egész valoszinlisége igy: = 1 pont

g gelgy: — % = 44100 (1 pont)
6
Tehat annak a valdszinlisége, hogy 3 ember is ugyanazt a 6 nyilat hazza, az 24100
valoszintiséggel fog bekovetkezni. (1 pont)
10

El6szor kivalasztjuk a 10 parosbol azt a 4-et, akik elébb értek célba ( A j . (1 pont)

Majd 6ket 4! 2 féleképpen tudjuk elhelyezni. (1 pont)
10

Ez [ 4 ] -41.2 =10080 féleképpen fordulhat eld. (1 pont)

Majd pedig az Oket kovetd 12 befutot (6 part) 616! féleképpen tudjuk elhelyezni, mivel a 8.-
ként befutd egyértelmiien meghatarozza azt, hogy a 9. befut6 gyerek vagy felnétt lesz. (1 pont)

10
Tehat 6sszesen ( 4 ] -41.2.616!= 5225472000 féleképpen érhetnek be a célba. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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8. Adott az alabbi két fiiggvény:
f(x)=2x*-9x-12
g(x)=—4x* —2x+12
a) Hatirozza meg az T és ¢ fiiggvények grafikonjai altal kozbezart teriilet nagysagat!
(7 pont)
1
b) Szamitsa ki a h( X) =3 x®—8,56x°+66x—69 fiiggvény lokalis szélséérték

helyét/helyeit, és az inflexios pontjat! (5 pont)

Egy forré nyari napon Dorina elment a piacra gordogdinnyéket vasarolni kedvenc
eladojahoz. Mikor megérkezett az eladé annyira megoriilt neki, hogy felajanlotta, hogy a
gorogdinnyéket most 6 allja, de egy csavarral. Annyi darab dinnyét ad Dorinanak,

amekkora lesz a 9: : 26 tort értéke. Dorina ismeri ezt a triikkot, ezért elhatarozza, hogy

csak egész dinnyéket visz haza, hogy ne romoljanak meg a nagy héségben.

c) Mekkora lehet az n értéke ebben az esetben? (4 pont)
Megoldas:

a) Eldszor meg kell hatdrozni a két fliggvény metszéspontjait, tehat ahol f =g, vagyis
2X2 —9x—12 = —4x* —2x+12 egyenlet gyokeit. Ezt atrendezve megkapjuk a 0=6x> —7x—24

3 8
masodfoku egyenletet, melynek gyokei, ezaltal a két pontunk a -3 ésa 3 lesznek. (2 pont)

A két fliggvény kozti teriilet a fiiggvények kiilonbségének (g—f, hiszen a vizsgalt
intervallumon a g fiiggvény vesz fel nagyobb értékeket) hatarozott integraltjaval szamolhato ki,
ezért az alabbi integralast kell elvégezniink:

—6X° +7Xx+ 24dx, (1 pont)

s )
e 0 | OO

—Ax?* —2x +12—(2x2 —9x—12) dx =

N w

N w

A Newton-Leibniz formuladval szamitsuk ki a hatdrozott integralt:
3 2 3
_5¢ + ~ + 24x% (1 pont)
3 2 3

Ebbdl azt kapjuk, hogy

o(s) ) sl | o) ) s
__\3 3) toa. 8| |__\ 2 22 +24.(—5j= (1 pont)

+ +
3 2 3 3

(1028 228 o)) (2793 _s6)_ (1 pont)
27 9 4 8

= % _(—%1) =72,338 teriiletegység. (1 pont)
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b) A h(x)=%x3—8,5x2+66x—69

A fiiggvénynek ott lesz lokalis szélséértéke, ahol az els6é derivalt nullat vesz fel, vagyis
h'(x)=x*-17x+66=0. (1 pont)
Ezt a masodfoku egyenletet megoldva X, =11 és X, =6 lesz a két gyokiink,

Amibdl X, =11, és X, =6 lesznek a szélséérték helyeink, miutdn megvizsgaltuk, hogy ezek

nem inflexids pontjai lesznek a kifejezésnek. (2 pont)
A fliggvénynek ott lesz inflexids pontja, ahol a masodik derivalt nullat vesz fel, vagyis
h"(x)=2x-17=0. (1 pont)
Ezt az egyenletet megoldva x =8,5 lesz a megoldasunk,
tehat a fiiggvénynek az X = 8,5 lesz az inflexios pontja. (1 pont)
A on+56 tortet két tort 6sszegeként felirjuk: on+45 + i, ahol n= -5

n+5 n+5 n+5
A tort elsé fele igy mindig egy egész szdm lesz, hiszen egyszertisithetd 9-re. (1 pont)
Ezutan a 5 tortnek kell egész szamnak lennie, ehhez az n+5-nek 11 egyik pozitiv osztojaval

n+

kell, hogy egyenl6 legyen. (1 pont)
11-nek 2 ilyen osztdja van, amik a 11 és az 1, (1 pont)
Vagyis ezaltal az n értéke a —4 és a 6 lehetnek csak. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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9.

a) Bizonyitsa be, hogy a szabalyos sokszogek koziil csak a haromszoggel, négyszoggel és
hatszoggel fedhet6 le egyrétiien és hézagmentesen egy sik! (7 pont)

b) Deltoid alaka papirsarkanyt készitiink, melynek két atléja 6 és 4 méter hosszi. A
rovidebbik atlé két kiilonbo6z6 szog alatt latszik a négyszog két csucsabol, melyek koziil

azegyik 110°. A reptetéshez sziikséges madzagot a deltoid azon bels6é pontjahoz fogjuk
kotni, mely a sikidom minden oldalatél egyenlé tavolsagra van. Mekkora ez a tavolsag,
illetve mekkora szog alatt latszodnak ebbdl a pontbdl a deltoid oldalai? Valaszat két
tizedesjegyre kerekitse! (9 pont)

Megoldas:

a) Ahhoz, hogy egyrétiien és hézagmentes fedjiik le a sikot egy adott szabalyos sokszoggel, az
sziikséges, hogy megfelelden illeszkedjenek egymashoz az adott sikidomok. Mivel az
oldalhosszok minden esetben megegyeznek, igy a szogeket kell megvizsgalni, mely n szogii

n—2)-180°
sokszog esetében mindig L Akkor illeszkednek megfeleléen a sikidomok, ha a
csticsai(k)nal érintkezd sikidomok adott belsd szogeiknek dsszege pont 360°. (2 pont)
Tehat matematikailag felirhato, hogy a % tortnek pozitiv egész szamu hanyadosa
n
esetén 1étezik olyan szabalyos n szog, amire igaz a vizsgalt allitas. (1 pont)
% =k, ahol k pozitiv egész szam.
n
k =360°- n __n-360° _ 2n (1 pont)

(n—2)-180° (n-2)-180° n-2
Egész rész levalasztast alkalmazva ez felirhat6 a kovetkez6 modon is:
4
24+ ——. (1 pont)
n-2
Mivel a 4-nek 3 db pozitiv osztoja van (1;2;4), igy fenti kifejezés csak ne {3; 4; 6} esetén lesz
egész szam. (1 pont)

A szabalyos haromszog minden szdge 60, a szabalyos négyszog minden szoge 90, mig a
szabalyos hatszog minden szdge 120 fokos, melyek mind a 360 osztoi. (1 pont)

Ezzel az allitast belattuk.

b) A keresett pont a deltoidba irhatd kor kozéppontja lesz, mely a sikidom belsé szogfelezdinek
metszéspontja. (1 pont)

Kihasznalva, hogy a deltoid atléi merdlegesen felezik egymast a K pontban, illetve hogy
szimmetriai okok miatt a hosszabbik atlo egyben szogfelezdje a 110 fokos szognek, felirhatjuk
az alabbi szogfiiggvényt:

tg55° = CLK — CK =1,4 egység = KD ~ 4,6 egység . (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy:

tg KAD, = 4’—26 — KAD, =66,5°= CAD, =66,5°+35° =101,5° (1 pont)

15



Matematika Emelt Szintli Probaérettségi Megoldokulcs

2023. februar 18.

c
/1
0
1 05

DAO, = 1015° 50, 75°
2
OAK, =66,5°-50,75°=15,75° (1 pont)
c0s15,75° = 2 = A0 =2,078 (1 pont) &
AO
sin50,75° = ' (1 pont)

—=r=161
AO

AOD, =180°— ADO, — DAO, =

AOD, =180°— 4;

—50,75°=105,75°.

Ebbdl AOC, =180°-105,75° =74,25°.

(1 pont)

(1 pont)

Szimmetriai okok miatt a deltoid BD és AD oldalai 105,75°, mig a BC és AC oldalak 74,25°

szoOg alatt latszodnak az adott pontbol, tovabba a kérdezett tavolsag 1,61 m hosszi.

(1 pont)

Osszesen: 16 pont

A szerezheté maximalis pontszam: 115 pont
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