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MATEMATIKA PROBAERETTSEGI MEGOLDOKULCS

— EMELT SZINT -

1) Oldja meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) ZL— x> +3x-1=3

2X°—6x+8

b) sin2x+cosx=0
Megoldas:
a) Kossiink ki a nevezére!

2x* —6x+8+#0

D =36-4-2-8=-28

Mivel a diszkriminans negativ, a nevezd sosem lehet nulla.
Rendezziik az egyenletet!

ZL —x*+3x—4=0

2X°—6X+38
Vezessiink be egy 11j ismeretlent!
a=x>-3x+4

i—a=0

2a
8—2a’=0
a‘=4
a==12

l. eset:

a=2
2=x*-3x+4
x?=3x+2=0
X =2; %=1
1. eset:
a=-2
—2=x"-3x+4
x*=3x+6=0

A masodik egyenletnek nincsenek valds megoldéasai, mivel a diszkriminans negativ.
Tehat az egyenlet megoldasai a 2 és az 1.

b) Trigonometrikus azonossagot alkalmazva:
2sin Xcos X+ cos x =0

cosx(2sinx+1)=0

(6 pont)
(6 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

A szorzat akkor 0, ha legalabb az egyik tényezdje 0. Emiatt két esetre bonthatjuk a megoldast.

l. eset:
cosx=0

x1=g+k-n keZ

1. eset:
2sinx+1=0
] 1
SiINX=——

2

(1 pont)

(1 pont)
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n

X2=F+2ln leZ (1 pont)
. L1 . 11n
Valamint egységkor alapjan X, = e +2mx meZ. (1 pont)
Osszesen: 12 pont
2)

a) Egy 5 cm sugaru kor két érintje merdleges egymasra. Mekkora az érintési pontok
tavolsaga? (2 pont)
b) Egy ABC haromszog csucspontjainak koordinatai: A(O; 10), B(8; 0), C(X; 14).
Mekkora x értéke, ha az ABC haromszog teriilete 36 teriiletegység. (10 pont)

Megoldais:

a) Mivel a két érint6 merdleges egymasra, és az érintd merdleges az érintési pontba hizott
sugarba, az érint0szakaszok €s a sugarak egy négyzetet hataroznak meg, tehat a szakasz hossza

J2.5=7,07.

(2 pont)
b) Mivel az y tengely mindkét oldalan eléfordulhat a . .
keresett pont, ezért két megoldasunk van. (1 pont) —* )
l. eset: 5 12
x <0, abra (1 pont) e o
Ekkor a teriiletet tigy tudjuk kiszamolni, hogy az EBFC ;
négyszog teriiletébdl kivonjuk a négyszog azon részeit,
amelyek nem tartalmazzak a hdromszoget. ’ \
TABC1 =TEBFC _TEBC _TADFG _TBDA _TAGC (1 pont)
14.(x+8 8-10 4-x 2
TABQ =36=14'(X+8)—¥—4'8—T—T - =fu — .BB
(1 pont)
36 =7Xx+56—32—40—-2x
5x =52
x=10,4 (1 pont)
A kijott X természetesen negativ, hiszen az volt az esetiink alapfeltétele, csak a
teriiletszamitashoz az eredeti szam abszolutértékét kell hasznalni. (1 pont)
II. eset: . . ;
x>0, dbra (1 pont) al ?
Az elsd esethez hasonldan a teriiletszdmitas: 2
TABCZ = TEBFG _TEBA _TACG _TBFC (1 pont) 108
Thec, =36=8-14—8'10—4'2X—14 (2 X) (1 pont) .
36=112—-40—-2x-56+7x
20 =5x .
Xx=4 (Lpont) |
Tehat a két jo megoldas az X =-10,4, és az x =4. (Lpont) % = & =

Osszesen: 12 pont
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3) Egy tarsasagban osszeirtak mindenki labméretét, hogy cipoket tudjanak rendelni. Az
adatok a kovetkezok lettek: 36, 42, 48, 39, 36, 41, 41, 36.

a) Mekkora a sokasag modusza, medianja, szorasa, szamtani és mértani atlaga? (8 pont)

b) A rendelés utan a tarsasag tagjai le szeretnének iilni vacsorazni egy korasztalhoz.

Hanyféleképpen tehetik ezt meg, ha az azonos labméretii emberek egymas mellé

szeretnének iiltni? (5 pont)
Megoldais:

a) A modusz a leggyakrabban el6fordul6 elem, azaz a 36. (1 pont)

A medianhoz sorba kell rendezni a szamokat, és mivel 8 elemii a sokasag, a median a negyedik

és 6todik elem szamtani atlaga lesz. Tehat a median 40. (1 pont)

A szorés elott a szamtani kozepet kell kiszamolnunk, amelyet az alabbi mddon tehetlink meg.

S=

3:36+39+2-41+42+48
8

= 39,88 (2 pont)

Ez alapjan a szorés:

O =

J/3-(36-39,88)" +(39-39,88)’ +2-(41-39,88)’ + (42— 39,88)’ +(48—39,88)’ g
8 - 1

(2 pont)

A mértani atlag pedig M =4/36°-39-41%.42.48 = 39,70 (2 pont)
b) A ciklikus permutacio képletével tudjuk kiszamolni, hogy hanyféleképpen iilhetnek le az
emberek, viszont azt is figyelembe kell venni, hogy az azonos labméretii emberek egymas
mellé szeretnének ilni. (1 pont)
Ekkor tigy tudjuk kiszdmolni a lehetdségeket, hogy 1-1 embernek tekintjiik az azonos
labméretiieket, majd a végén azokat az eseteket is vizsgaljuk, hogy 0k milyen sorrendben {iltek

le.

(2 pont)

A fentiek alapjan: (5—1)131-21=288 (2 pont)

Osszesen: 13 pont

4) Egy 6 tagi tarsasagban mindenkinek 3 baratja van. Kaptak harom paros mozijegyet, de
mindenki csak a baratjaval szeretne moziba menni.

a) El tudnak-e menni mind a hatan mozizni az ajandék jegyekkel? Valaszat indokolja!
(4 pont)
b) Hanyféleképpen iilhetnek le a teremben, ha mind a 6-an ugyanarra a filmre mennek,
és van koztiik egy par, akik egymas mellé szeretnének keriilni? (3 pont)
c) Tagadja az alabbi allitast! (2 pont)
Minden film 90 perc hosszu.
d) Adja meg igazsagtabla segitségével, hogy milyen Q értékekre ad hamis értéket a
(PvQ)v—P kifejezés! (5 pont)
Megoldas:
a) A baratsagokat abrazoljuk egy gratként. (2 pont) E
Jelen esetben példaul az A-F, B-E és C-D parositas megfeleld, D
tehat el tudnak menni moziba. (2 pont)
b) Az iilésrend lehetdségeit a permuticio képletével tudjuk o
kiszdmolni, figyelembe véve, hogy a par egymas mell¢ iilhessen.
(1 pont) c
Tehat 51-21=240 féleképpen tudnak leiilni. (2 pont)

-3-
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c) Mivel ugy tagadunk, hogy a minden tagadasa a van olyan, valamint a mondat masodik felét

negaljuk, a mondat tagaddsa a Van olyan film, amely nem 90 perc hosszu. (2 pont)
d) Irjuk fel az igazsagtablat: (4 pont)
P Q P PvQ (P v Q) v —P
| | H | |
| H H | |
H | | | '
H H | H |

Ekkor a tablazat utolsé oszlopabol lathatjuk, hogy semmilyen Q értékre nem ad hamis
értéket a kifejezés. (1 pont)
Osszesen: 14 pont

Maximalis elérheté pontszam: 51 pont
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5)
a) Adja meg az alabbi kifejezés értelmezési tartomanyat a valés szamok halmazan!

log, _, (3x*—6x—72)+/x* ~7x—18 (4 pont)
b) Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a valés szamok halmazan!

gloss(xry)-loaz(x-y) _ 49

16 (12 pont)
[3x—3y _ W
Megoldais:
a) El6szor vizsgaljuk meg, mely kifejezésekre kell kikotniink.
A logaritmus alapja nagyobb kell, hogy legyen mint 0, valamint nem lehet 1. (1 pont)
A numerus szintén pozitiv kell, hogy legyen, illetve a gyok alatti kifejezés nem lehet negativ.
A fentiek alapjan a kikotések: (2 pont)

I. x—3>0, tehat x > 3.
Il. x—3%#1,azaz x#4.

lI. 3x* —6x — 72 > 0, amelyet szorzatta alakitva (X — 6)(X + 4) >0.

A polinom konvexitdsa miatt X > 6, vagy x < —4.

IV. x* —7x—18 > 0. Szorzattd alakités utan (x—9)(x+2)=0.

Mivel ismét konvex a polinom, emiatt X > 9, vagy X < 2.

A kikotéseket Osszegezve: X € |:9;oo|:. (1 pont)
b) A logaritmusok, illetve a gyok miatt kikotéssel kell kezdeni.
X+y>0,x—y>0 (1 pont)
A gyokos kifejezés esetén minden X, y megfelel, hiszen az exponencialis kifejezés mindig
pozitiv. (1 pont)
A kikotést kovetden az elsd egyenletben szerepld kitevot atirhatjuk a logaritmus azonossaga
alapjan.
Iog2ﬂ 49

4 Y =2 1 pont
16 (1 pont)

(x+y)| _49

+

Ebbél kévetkezik, hogy | o) | =22 (1 pont)

(x-y) 16
Mivel a kikotés miatt mindenképp pozitiv a tort, ekvivalens atalakitas a gyokvonas. (1 pont)
Ekkor Xty _ % amelybdl kdvetkezik, hogy 3x =11y, azaz X = 11Ty . (2 pont)

X—y
[y,

Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe V33 ~ =3/27. (1 pont)

2 1 3
Az egyenletet tovabb alakitva: 3* 2237, (1 pont)
Az exponencialis fliggvény szigori monotonitdsa miatt % y % = 3 ,azaz y* =9. (1 pont)

y

Tehat két megoldas lehetséges: (1 pont)

y, =3, X, =11, illetve y, =-3, x, =-11.
A megoldasokat a kikotéssel egyeztetve x =3, y=11. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

-5-



Matematika Probaérettségi Megoldokulcs 2017. februar 18.
6)

a) Bizonyitsa be, hogy egy n oldali konvex sokszog Kiils6 szogeinek osszege 360° !(4 pont)
b) Hany oldala van annak a szabalyos sokszognek, amelyrél tudjuk, hogy 6-szor annyi

atléja van, mint oldala? (4 pont)
€) Szamolja Ki az el6z6 sokszog teriiletét, ha a sokszog minden oldala 6 cm hosszu!
(8 pont)

Megoldds:

a) Tudjuk, hogy egy n oldalu sokszog belsé szogeinek dsszege (n — 2) -180°. (1 pont)
Mivel az egy csticshoz tartozo belsé és kiilsé szogek 6sszege 180°, ezért a sokszog Gsszes belsd
és kiils6 szogének 6sszege n-180°. (1 pont)
Ekkor a sokszog kiils6 szogeinek 6sszegét megkapjuk, ha a teljes szogosszegbdl kivonjuk a
belsé szogek Osszegét. (1 pont)
n-180°—(n—2)-180" = 360° (1 pont)
Ezzel az allitast belattuk.

_ . n(n-3) , .. , s L

b) Mivel egy sokszdgnek — atloja van, ezért az alabbi egyenletet irhatjuk fel. (1 pont)
n(n-3
% =6n (1 pont)
n*-3n=12n
n(n-15)=0 (1 pont)
A sokszdg nem lehet 0 oldalq, tehat 15 oldala van. (1 pont)

C) A szabalyos sokszog teriiletét 15 darab egybevago,
egyenld szari haromszog teriiletének kiszamitdsaval a
legegyszeriibb meghatarozni. (1 pont)
A kozépponti szdget tudjuk eldészor meghatarozni, amely

360°
= 1 pont
15 (1 pont

Ez alapjan az alapon fekvd szogeket is meghatarozhatjuk.
180" —24°

> 78 (1 pont)
Sinus tétel segitségével kiszamolhatjuk a PA, vagy PB
szakaszok hosszat. (1 pont)
X 6
= 1 pont
sin78  sin24° (1 pont
6-sin78
X=— 1 pont
sin24° (1 pont
Ezen adatok ismeretével a teriiletet konnyen kiszadmolhatjuk.
oo \2
sin 24° [6;:;8 j
T =15. = 635,13 cm? (1 pont)
Tehat a sokszog teriilete 635,13 cm?. (1 pont)
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Alternativ Megolds:

Az el6z6 megoldas alapjan kiszamoljuk a haromszog szogeit. (3 pont)
Ezek alapjan ki tudjuk szamolni a BPQ szoget, amely 12°. (1 pont)
A magassagot ki tudjuk szamolni tangens segitségével:

PQ=tg78 -QB=tg78" -3 (1 pont)
T= 61978 -3 -15=635,13 cm® (2 pont)
Tehat a sokszog teriilete 635,13 cm?. (1 pont)

A két megoldas kozti kiilonbséget a szogfuggvenyeknél valo kerekitések okozzak.
Osszesen: 16 pont

7) Egy 8 cm oldalu szabalyos haromszoget megforgatunk egy, az egyik csticsan atmené és a
szemkozti oldallal parhuzamos egyenes koriil.
a) Mekkora az igy kapott forgastest térfogata és felszine? (12 pont)

Egy gyarban ilyen alaku testeket gyartanak, amelyeket egy masik helyen tovabb
alakitanak. Ahhoz, hogy atszallitsak, be kell ket dobozolni. Egy dobozba 100 darab
keriil, és atlagosan minden 20. termék hibas.

b) Ha kivalasztunk 10-et egy dobozbol, mekkora a valésziniisége, hogy pontosan 2 hibas

darab lesz koztiik? A valaszat 4 tizedesjegyre kerekitve adja meg! (4 pont)
Megoldds:
a) Abrazoljuk a forgastestet! (1 pont)
Elsének szamoljuk ki a haromsz6g magassagat, ami a henger sugara is
egyben. (1 pont)
Mivel a haromszog szabalyos,
r:m=§-8:4-\/§cm (1 pont)
Az alakzat térfogatat ugy tudjuk kiszdmolni, hogy a henger térfogatabol kivonjuk a két kupét.
r?-m-m,
V =r? T Mg —Z-Tk“” (2 pont)
Az Osszes szlikséges adatot ismerjiik, mivel a henger sugarat kiszdmoltuk, a magassaga pedig
az eredeti haromszog oldala. (1 pont)

A kup sugara a henger sugaraval egyenld, mig magassaga az eredeti hdromszog oldalanak fele.
A fentiek alapjan a térfogat:

v :(4.J§)2.ﬁ.8_2.w

A felszint gy szamolhatjuk, hogy a hengerpalast felszinéhez hozzaadjuk a két kuppalast

=804,25 cm®. (1 pont)

felszinét.

A=2-T T My +21 7 0y, (2 pont)
A térfogat szamitasakor az eddig hasznalt adatokon feliil a kup alkotojat kell még felhasznalni,
ami az eredeti hdromszdg oldala. (1 pont)
A=2-4-3-7-8+2-4-/3.-7-8=128-/3-7 cm? ~ 696,499 (1 pont)
Tehat a forgastest térfogata 804,66 cm?®, felszine 696,499 cm?. (1 pont)
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b) Mivel atlagosan minden 20. termék rossz, ezért annak a valdszinilisége, hogy egy adott termék
rossz 5%. Igy annak a valdszintlisége, hogy kettd termék rossz a tobbi pedig jo:

10
5% -5%-95%-95%-95% - 95%- 95%- 95%- 95%- 95%-[ 5 j =0,0746 (2 pont)
Annak a valészintisége, hogy 10 kivalasztott termékbdl pontosan 2 darab lesz hibas 0,0746.
(1 pont)
Osszesen: 16 pont
8) Véletlenszeriien kivalasztunk két egyiitthatét az (X + 1)5 hatvany kibontott alakjabol.

a) Hanyféleképpen rendezhetjiik sorba ezeket a parositasokat? (3 pont)
b) Mekkora a valosziniisége, hogy az 6sszegiik nagyobb, mint 10? (8 pont)
c) Egy sorozat elsé tagja 9658, tovabbi tagjait gy kapjuk, hogy az el6z6 tag
szamjegyeinek osszegét 13-mal megszorozzuk. Mi a 2017. tag? (5 pont)
Megoldais:
a) Ismétléses permutacioval tudjuk kiszamolni, hogy hanyféleképpen tudjuk sorba rendezni a
parositasokat. (1 pont)
I
> 94594500 (1 pont)
414141
Osszesen 94594500 féleképpen rendezhetjiik sorba a parokat. (1 pont)

b) El6szor hatarozzuk meg a binomialis egyiitthatokat, amelyek az 1, 5, 10, 10, 5és 1. (2 pont)
Ezek utan egy tablazatban vizsgaljuk meg, hogy melyik parositds hany alkalommal fordulhat

el6, valamint mennyi az 6sszegiik. (4 pont)
Parositas Osszeg Gyakorisag

1-1 2 !

1-5 6 4

1-10 11 4

5.5 10 1

5-10 15 4

10-10 20 L
A tablazatbol lathatjuk, hogy Osszesen 15 féleképpen vélaszthatunk ki két egylitthatot, amely
parositasok koziil 9-nek nagyobb az 6sszege mint 10. (1 pont)
Tehat annak a valoszinlisége, hogy a két kivalasztott egyiitthato Gsszege nagyobb mint 10

9

—=0,6. 1 pont
- (1 pont)
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c) Kezdjiik el felirni a sorozat tagjait: (2 pont)
1. 9658 5. (2+0+8)-13=130
2. (9+6+5+8)13:364 6. (1+3+0)13:52
3. (3+6+4)-13=169 7.(5+2)13=91
4. (1+6+9)-13=208 8. (9+1)-13=130
Ekkor lathatjuk, hogy elkezdenek ismétlédni az elemek. (1 pont)
Mivel az 5. elemt6l kezd el ismétlddni harmasaval, azt kell megvizsgalnunk, hogy az
ismétlédést tekintve mi lesz a 2017. elem. (1 pont)
2017 -4=2013
2013=671-3, tehat a ciklus utols6 eleme lesz a megfeleld elem ami a 91. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

9) Bence alapitott egy hajotarsasagot, de nem tudja, hogyan optimalizalja a koltségeit. Mivel
még nem all rendelkezésére a sziikséges kezdotoke, ezért bérelnie kell a hajokat. Egy
hajot 480 Ft/6ra kedvezményes aron tud kolcsonozni egy jo baratjatél a 10 kilométeres

utra, valamint az iizemanyagkoltséget az f(v)=0,02-v3 fiiggvény irja le, ahol v a

sebességet jeloli.
a) Segitsen neki kiszamolni, hogy mekkora sebesség mellett lesz minimalis a hajozas
koltsége! (8 pont)

Tamas is beszallt az iizletbe, de a tarsasagra felfigyeltek a kalozok, akik valtsagdijat

kovetelnek a teriiletiikon Athaladé szallitoktél. Atlagosan 1 éranként talal rajuk egy

ellen6rzo hajo, amely 5000 Ft-ot kér, hogy tovabb engedje dket.

b) A fentiek ismeretében mennyivel haladjanak a hajosok az el6z6 wtvonalon, hogy
minimalizaljak a valtsagdij és a hajoval valo utazas koltségeit? (8 pont)

Megoldds:

a) Irjuk fel, hogy a sebesség fiiggvényében mennyibe keriil az {t.
Egyértelmii hogy az lizemanyag koltség a megadott fliggvény alapjan kiszamolhato.

A hajo bérlési dija viszont a sebesség novekedésével aranyosan csokken, amelyet a 480-10
Osszefliggéssel irhatunk le. (1 pont)
480-1
Ezek alapjan a hajo koltsége a g(v) =0,02-Vv* + 80-10 fiiggvénnyel irhat6 le, amelynek a
minimumat kell megkeresniink, amihez derivalnunk kell a fliiggvényt. (1 pont)
480-1
9'(v)=0,02-3-v* - 802 0 (1 pont)
\"
Vizsgaljuk meg hol 0 a derivalt.
480-10
0,06-v* — S 0 (1 pont)
480-10
0,06-v? = - (1 pont)
. 480-10
V =
0,06
v=16,82 (1 pont)
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b)

Ekkor azt kell még megvizsgalni, hogy a masodik derivalt ne legyen 0, hiszen akkor nem a
fliggvény minimumpontjat talaltuk meg.

g"(v):0,06-2-v+2'L?'10

(1 pont)
v

Lathatjuk, hogy a fliggvény nem 0, tehat Bencének 16,82 kTm-val kell haladnia, hogy

minimalizélja a koltségeit. (1 pont)
Az tlizemanyagkoltség, illetve a bérlési koltség nem valtozott az el6z6 feladatrészhez képest,
tehat a valtsagdij varhato értékét kell felirnunk az eddigiekhez. (1 pont)
Az 5000~% Osszefiiggés irja le a varhato kifizetend6 Gsszeget egy utra. (1 pont)
Ez alapjan h(v)=0,02-v° + 480-10 +5000- 29 = 0,02-v®+ 54800 (1 pont)
\' \"
Keressiik meg a fliggvény minimumat az el6z6h6z hasonl6 modon.
h'(v)=0,06-v* - 548200 (1 pont)
\"
0,06-v* = 548200 (1 pont)
Vv

4 954800

vi=T——
0,06

v=30,91 (1 pont)
Ismét vizsgaljuk meg a masodik derivaltat is.
h"(v)=0,12-v+ 548300 (1 pont)

Y

Mivel nem 0 a masodik derivalt, ezért Tamaséknak 30,91 k?m -val célszerti haladniuk. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

Maximalis elérheté pontszam: 64 pont

A probaérettségi sordan szerezheté maximalis pontszam: 115 pont
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