2005-20XX Emelt szint

Egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlotlenségek

Megoldasok
1)
a) Oldja meg a valéos szamok halmazan az alabbi egyenletet!
x? =|x-6| (5 pont)
b) Oldja meg a valos szamparok halmazan az alabbi egyenletrendszert!
Ig(x+y)=21gx
g( y) & (9 pont)
lgx=1g2+1g(y-1)
Megoldas:
a) Lasd: Abszolutértékes és gydkds kifejezések 3. feladat
b) x>0 és y>1 alogaritmus értelmezése miatt (1 pont)
A logaritmus azonossagait hasznalva
lg(x+y)=Ilgx’
glx+y)-lg (2 pont)
lgx=1g2(y-1)
Az lg figgvény szigoru monoton né (1 pont)
2
XTy=x (1 pont)
x=2y-2
A masodik egyenletbdl kifejezziik x-et, behelyettesitve az elsébe kapjuk, hogy
4y’ -11y+6=0 (1 pont)
Ennek valos gyokei 2 és 0,75 (1 pont)
Az y>1 miatt 0,75 nem eleme az értelmezési tartomanynak (1 pont)

Ezért csak y=2 és igy x=2 lehetséges. A (2;2) szampar megoldasa az

egyenletnek (1 pont)
Osszesen: 14 pont

2) a) Mely valos szamok elégitik ki az alabbi egyenlotlenséget?
(x-1)° —(x+1)° >-8 (4 pont)
b) Az alabbi f és g fiiggvényt is a [-3;6] intervallumon értelmezziik.
f(x)=Vx+3 és g(x)=-0,5x+2,5.
Abrazolja kozds koordinata-rendszerben az f és g fiiggvényt a [-3;6]
intervallumon! Igazolja szamitassal, hogy a két grafikon

metszéspontjanak mindkét koordinataja egész szam! (4 pont)
c) Oldja meg az alabbi egyenlotlenséget a valéos szamok halmazan!
0,5x++/x+3<2,5 (6 pont)
Megoldas:
a) Elvégezve a kdbre emelést: (x3 ~3x* +3x - 1) — (x3 +3x> +3x+ 1) >-8 (2 pont)
dsszevonva és rendezve: x° <1 (1 pont)
a megoldashalmaz tehat a |-1;1] intervallum (1 pont)

b) Ldasd: Abszolutértékes és gydkds kifejezések 5. feladat

c) A megoldanddé  egyenldtlenség  ekvivalens a Jx+3<-0,5x+2,5
egyenlétlenséggel (1 pont)
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A bal oldal nem negativ (1 pont)
a jobb oldal 5-nél nagyobb x-ekre negativ (1 pont)
Az egyenlétlenség megoldasait a [-3;6] intervallumon a b) részben abrazolt f
és g fuggvényekrol leolvashatjuk (1 pont)
A megoldashalmaz a [-3;1] intervallum (2 pont)

Osszesen: 14 pont

3) Oldja meg a kovetkezo egyenletrendszert, ha x és y valés szamok,
tovabba x>0,x#1 és y>0,y=1.
log. y+log, x=2
. L (13 pont)
sin(2x +3y) +sin(4x+y) =1
Megoldas:
Attérve azonos alapu logaritmusra: log, y + 1 =2 (2 pont)
08, Y
Mivel egy pozitiv szamnak és a szam reciprokanak 6sszege pontosan akkor 2,
ha a szam 1 (2 pont)
ezért log, y=1 (1 pont)
azaz x=y (1 pont)
Behelyettesitve a masodik egyenletbe: 2sin5 =1, azaz sinS5x = % (1 pont)
Innen Sx = % +2kn (1 pont)
vagy Sx = 5—6n +2ln (1 pont)
ahol keN és [eN (1 pont)
A megoldasok igy: x, = y, =%+§-k-n(keN) (1 pont)
. T 2
és x2=y2=g+g-l-n (IeN) (1 pont)
A kapott értékek kielégitik az egyenletet (1 pont)
Osszesen: 13 pont
4)
a) Abrazolja a derékszogi koordinatarendszerben az
f:[0;5] > R, f(x) =|x* - 4x + 3| fiiggvényt! (5 pont)
b) Tekintsiik az ‘(x—Z)2 —1‘ = k paraméteres egyenletet, ahol k valés
paraméter. Vizsgalja a megoldasok szamat a k paraméter
fiuggvényében! (7 pont)
c) Abrazolja a megoldisok szamat megadd fiiggvényt a k e]-6;6[
intervallumon! (2 pont)
d) Adja meg a c)-beli fiiggvény értékkészletét! (2 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Abszolutértékes és gydkods kifejezések 6. feladat
b) A megoldasok szamat az f (x)teljes grafikonja és az y=k egyenes koz0s

pontjainak szama adja (2 pont)
Ha k > 1, akkor két k6zos pontja van (1 pont)
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Ha k =1, akkor harom ko6zos pontja van (1 pont)
Ha O < k <1, akkor négy kozos pontja van (1 pont)
Ha k =0, akkor két kozos pontja van (1 pont)
Ha k < 0, akkor nincs kozos pont (1 pont)
c) Helyes abra
‘o—e
"~ (2 pont)
d) Ertékkészlete: R, ={0;2;3;4} (2 pont)

Osszesen: 16 pont

5) Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a valéos szamparok halmazan!

log, (x’y®)+1og, (x°y)=9
gx( Y ) gy( y) (16 pont)
cos(x+y)+cos(x-y)=0
Megoldas:
A logaritmus miatt x és y 1-t6] ktilénb6z6 pozitiv szamok lehetnek (1 pont)

Az els6 egyenlet bal oldalat alakitsuk at a logaritmus azonossagat hasznalva:
log, (x2y3) + log(xsy) =2+log, y+3log, x+1=3+ 3(logx y +log, x) (3 pont)
Igy az elsé egyenlet: log, y+ log, x=2 (1 pont)
A log, y €s a log, x egymas reciprokai, és 6sszeguk 2 (2 pont)
Ez pontosan akkor teljestil, ha mindketté 1-gyel egyenl6é, amibdl azt kapjuk,
hogy x=y (2 pont)
Beirva a masodik egyenletbe: cos2x+cos0 =0, ahonnan cos2x=-1 (2 pont)
Ez akkor és csak akkor teljestil, ha 2x =n+2kn,

azaz x:g+kn,aholkeZ (3 pont)

Osszevetve az x,y > 0 feltétellel, x = y = g+ kn, keN (2 pont)
Osszesen: 16 pont
6) a) Igazolja, hogy a (—%), a0és a3 is gyoke a 2x°-5x>-3x=0

egyenletnek, és az egyenletnek ezeken kiviil mas valdés gyoke nincs!

(5 pont)
b) Oldja meg az alabbi egyenletet a valéos szamok halmazan!
2cos® x—5cos’x—-3cosx=0 (6 pont)
c) Mutassa meg, hogy a 2-8* +7-4" + 3-2* =0 egyenletnek nincs valds
gyoke! (5 pont)
Megoldas:
a) 2x3—5x2—3x:x(2x2—5x—3)20 (1 pont)
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Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezéje nulla! Az

x = 0 valoban gyok. (1 pont)
A t6bbi gyokodt a megmaradt masodfoku egyenletbdl kapjuk meg:

2x* -5x-3=0 (1 pont)
A két gyok: —% és 3, azaz a megadott harom szam valoban gytke az eredeti
egyenletnek. (1 pont)
Masodfoku egyenletnek legfeljebb két kiilonb6z6 valos gyoke lehet, ezért
tobb gyok nincsen. (1 pont)

b) Lasd: Trigonometria 9. feladat
c) Ldasd: Exponencidlis és logaritmusos kifejezések 11. feladat
Osszesen: 16 pont

7) Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket a rendezett valés szamparok

halmazan!
) 2x=12-y 7 )
a pont
2Jx =y
x;Z_y;3=3
b) (7 pont)
3 1
— -0
x+2 y-3
Megoldas:
a) x>0 (és y=0) esetén (1 pont)
A két egyenlet 6sszeadasaval: 2x + 2/x =12 (1 pont)
Jx =6-x, amibél (négyzetre emelés és rendezés utan) x*-13x+36=0
adodik. (1 pont)
Az egyenlet gyokei: 4 és 9. (1 pont)
A 9 nem megoldasa a Jx =6-x egyenletnek. (1 pont)
Tehat x =4, és igy y =4. (1 pont)
Ellené6rzés... (1 pont)
b) Ertelmezési tartomany: x# -2 és y#3. (1 pont)
Az els6 egyenletbdl 4x -3y =19. (1 pont)
A masodik egyenletbdl: x =3y —-11. (1 pont)
Behelyettesitve: 4(3y-11)-3y=19. (1 pont)
y=17 (1 pont)
x=10 (1 pont)
Ellenérzés... (1 pont)

Osszesen: 14 pont
8) Oldja meg a [4;6] alaphalmazon az aldbbi egyenleteket, illetve

egyenlétlenséget!

a) [5-|x[=3 (3 pont)
b) J2x-3=+/x+10-1 (6 pont)
c) 2cos’x+cosx-1<0 (7 pont)
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Megoldas:
a) 5-|x|=-3 esetén |x|=8 (1 pont)
5-|x|=3 esetén |x|=2 (1 pont)

Ilyen elemei nincsenek az alaphalmaznak, ezért az eredeti egyenlet

megoldashalmaza az iires halmaz. (1 pont)

b) Négyzetre emelve: 2x-3=x+10+1-24x+10 (1 pont)

20x+10=14—-x (1 pont)

Négyzetre emelve és rendezve: x° —32x+156=0 (1 pont)

x, =6, x, =26 (1 pont)

Ellenérzés... (1 pont)

26 hamis gyok, a helyes megoldas csak a 6 (1 pont)

c) A 2cos’x+cosx—1=0 (cosx-ben masodfokul) egyenlet teljestil, ha cosx=-1

vagy cosx =0,5. (2 pont)

(A megadott egyenlétlenség cosx-ben masodfoku tagjanak egyutthatoja

pozitiv, ezért) -1 <cosx<0,5. (1 pont)
—1<cosx minden x €R esetén (igy az alaphalmaz minden elemeére is) igaz.

(1 pont)

([4; 6] = [7;27] miatt) a koszinuszfliiggvény a [4;6] alaphalmazon szigoriian

monoton névekedd, (1 pont)

és itt cosx=0,5, ha x:%(z 5,24) (1 pont)

ezért az egyenlétlenség megoldashalmaza {4;5?”} (1 pont)

Osszesen 16 pont

9) a) Hatarozza meg x értékét, ha 2x+3y _ 9 ( y=0, y# —2x) . (3 pont)

y 4x+3y 10

b) Legyen f(x)=x?>-11x+30.
f(x+1) x-4
f(x+1) x-6"

Igazolja, hogy ha f (x) # 0, akkor (5 pont)

x
c) Oldja meg az < -1 egyenlodtlenséget a valos szamok halmazan!

(5 pont)

Megoldas:
a) 20x+30y=36x+27y (1 pont)
3y =16x (1 pont)
Ebbél § - %. (1 pont)

b) Ldasd: Bizonyitasok 21. feladat
c) Ekvivalens atalakitasokkal oldjuk meg az egyenlétlenséget.
Ha x> 6, akkor x-4<6-x. (1 pont)
Ebbél x <5, tehat a ]6;+x] halmazon nincs megoldasa az egyenlétlenségnek.
(1 pont)
Ha x <6, akkor x-4>6-x. (1 pont)
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Ebbél x>5, tehat a |-»;6] halmazon az [5;6[ intervallum minden eleme

megoldasa az egyenlétlenségnek.
(Az egyenldtlenség megoldashalmaza tehat:|[5;6] .) (2 pont)

Osszesen: 13 pont

10) Az ABCD négyzet oldalai 4 méter hosszuak. A négyzetbe az abran lathato

modon az EFGH paralelogrammat irjuk. Az AH és CF szakasz hossza x
méter, a BE és DG szakasz hossza 2x méter (0 < x < 2).

a) Igazolja, hogy a beirt paralelogramma hossza (m?®-ben

ot

mérve): T (x) = 4x* —-12x +16. (4 pont)
b) Hatarozza meg az x értékét ugy, hogy a beirt paralelogramma
teriilete a leheto legkisebb legyen! (4 pont)
c) Szamitsa ki a beirt paralelogramma szogeit, ha x=1,25. (6 pont)
Megoldas:
a) Ldasd: Bizonyitasok 24. feladat
b) Lasd: Fiiggvények — Analizis 38. feladat
c) Az abra jeloléseit hasznaljuk. Mivel x =1,25, ezért D G c
HA=125 és AE=4-2-1,25=15,BE=2,5 ¢€s 1 2
BF =4-1,25=2,75. .
A HAE derékszogi haromszoégben
1,25 5
tgo = —=—(~0,833). 1 pont
& 1, 5 6 ( ) ( P ) H 2.7
I " 2,75 1,2
A FBE derékszogli haromszoégben tgf = 55 = 1,1.  f
> - a .\ —

(1 pont) A 1,5 E 2,5 B
a~39,8 és p~47,7 . (1 pont)
o+B~87,5, ezért £ ~92,5. (1 pont)
A paralelogramma szemkoézti szogei egyenlék, szomszédos szogei pedig

kiegészitd szogek, ezért a paralelogramma szogei:
87,5°, 92,5°, 87,5°, 92,5°. (1 pont)

Osszesen: 14 pont

11) A szokeres6 mobiltelefonos jatékban a megtalalt sz6 hossza (vagyis a

sz6t alkoté betilk szama) hatarozza meg a jatékosoknak adott
pontszamot. Egybetiis sz6ért nem jar pont, kétbetiis sz6ért 1 pont jar.

2
po nt a1t -5n+10
Ha n > 3, akkor az n betubdl allo szo6 megtalalasaért n n pontot

2

kap a jatékos.
a) Van-e olyan sz6, amelyért 26 pontot kap a jatékos? Valaszat

indokolja! (3 pont)

b) Igazolja, hogy a jatékszabaly szerint a hosszabb szo6ért tobb pont jar,

és hogy csak egész pontszamot kaphat a jatékos! (6 pont)

c) Igazolja, hogy ha m tetszdleges természetes szam, akkor a jatékos
m(m +1) . i i

kaphat 2+ ——— pontot! (A leirt jatékszabaly nem korlatozza a

szavak hosszat, ezért feltehetjiik, hogy tetszdleges hossziisaga ”sz6”
létezik.) (7 pont)
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Megoldas:
2 —
a) Megoldandé6 az % =26 egyenlet.

b)

Nullara rendezve n®> —5n—-42 =0.
Ennek gyokei (kb. 9,45 és —4,45) nem egészek.

Igy nincs olyan szé, amelyért 26 pontot kap a jatékos.

Lasd: Bizonyitasok 25. feladat
Lasd: Bizonyitasok 25. feladat

(1 pont)
(1 pont)
(1 pont)

Osszesen: 16 pont
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