Abszolutértékes és gyokos kifejezések - megoldasok

Abszolutértékes és gyokos kifejezések

Megoldasok
1) Igazolja, hogy az alabbi négy egyenlet koziil az a) és b) jeli egyenletnek
pontosan egy megoldasa van, a c) és d) jelii egyenletnek viszont nincs
megoldasa a valos szamok halmazan!
2x* +x-10
a =0 4 pont
) S, (4 pont)
b) Vx+16+/x-9=5 (4 pont)
c) lg(x*+x-6)=1g(1-x?) (4 pont)
d) sinx-1= \/lg(cosz x-1,5cos x) (4 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Bizonyitasok 13. feladat, Exponencidlis és logaritmusos feladatok
1. feladat
b) A rendezés utan kapott +Jx+16=5-+Jx-9 egyenletet mindkét oldalrol
négyzetre emelve, (1 pont)
rendezés utan kapjuk, hogy 10vx-9 =0 (1 pont)
Innen x=9 (1 pont)
Behelyettesitéssel ellendrizve ez jo megoldas. (1 pont)
c) Ldasd: Bizonyitdsok 13. feladat, Exponencidlis és logaritmusos feladatok
1. feladat
d) A jobb oldali kifejezés az értelezési tartomanyan csak nem negativ lehet, igy
sinx—-1>0. (1 pont)
Ez csak x = g +2kn (k € Z) esetén teljestl (1 pont)
De mivel cos [g + 2knj =0 minden k €Z esetén (1 pont)
és nullara a logaritmus nincs értelmezve, igy nincs olyan valéos szam,
amelyre az egyenlet értelmezve lenne, igy nincs megoldasa. (1 pont)
Osszesen: 16 pont
2) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket:
a) (x-2)- lg(x2 — 8) =0 (5 pont)
b) x*-|x|=6 (5 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Exponencidlis és logaritmusos feladatok 2. feladat
b) Ha x>0, akkor az egyenlet O-ra redukalt alakja x*-x-6=0; ha x<O,

akkor a megoldando egyenlet: x> +x—-6=0 (1 pont)
1. eset: (x> -x—-6=0, x>0). Az egyenlet gydkei: x, =3; x, =2 (1 pont)
Csak az x; =3 megoldasa az egyenletnek az x > 0 feltétel miatt (1 pont)
2. eset: (x> +x-6=0, x<0). Az egyenlet gydkei: x, =2; x, =-3 (1 pont)
Csak az x, = -8 megoldasa az egyenletnek az x <O feltétel miatt (1 pont)

Osszesen: 10 pont
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3) a) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletet!
x? =|x - 6| (5 pont)
b) Oldja meg a valéos szamparok halmazan az alabbi egyenletrendszert!

Ig(x+y)=21gx
g( y) = (9 pont)
lgx=1g2+1g(y-1)

Megoldas:

a) l.eset: X’ +x-6=0, x<6 (1 pont)
ennek valos gyokei 2 és -3 (1 pont)
Ezek megoldasai az eredeti egyenletnek (1 pont)
2.eset: x>’ -x+6=0, x>6 (1 pont)
ennek nincs valos megoldasa (1 pont)

Tehat az egyenlet megoldasai a —3 és a 2.
b) Lasd: Egyenletek, egyenlétlenségek 1. feladat, Exponencidlis és logaritmusos

feladatok 5. feladat
Osszesen: 14 pont

4) Oldja meg az alabbi egyenletet a valéos szamok halmazan!

Jx? +1++/x2-3=2 (10 pont)
Megoldas:
Megoldast csakis az x° > 3feltételnél kereshetjiik (1 pont)
Emeljuk négyzetre az egyenlet mindkét oldalat!
x2+1+2\/(x2+1)(x2—3)+x2—3=4 (2 pont)
Rendezés utan: \/(xg + 1)()62 - 3) =3-x° (2 pont)

A baloldali kifejezés nem negativ, ezért a jobboldali kifejezés is nem negativ
kell, hogy legyen (1 pont)
ezért x° < 3 feltételnek fent kell allnia. (1 pont)
A kezdeti feltétellel 6sszevetve, csak x* = 3 teljestilhet (1 pont)
Visszahelyettesités utan latjuk, hogy x* = 3 kielégiti az egyenletet (1 pont)
Innen a keét gyok: x, = J3, X, = —J3 (1 pont)

Osszesen: 10 pont

5
) a) Mely valos szamok elégitik ki az alabbi egyenl6tlenséget?
(x-1)° - (x+1)’>-8 (4 pont)
b) Az alabbi f és g fiiggvényt is a [-3;6] intervallumon értelmezziik.
f(x)=vx+3 és g(x)=-0,5x+2,5.
Abrazolja kozos koordinata-rendszerben az f és g fiiggvényt a [—3;6]
intervallumon! Igazolja szamitassal, hogy a két grafikon
metszéspontjanak mindkét koordinataja egész szam! (4 pont)
c) Oldja meg az alabbi egyenlétlenséget a valés szamok halmazan!
0,5x++Vx+3<2,5 (6 pont)
Megoldas:

a) Lasd: Egyenletek, egyenlétlenségek 2. feladat
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b)

6)
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f fuggvény helyes abrazolasa (2 pont)
g figgvény helyes abrazolasa (1 pont)
a metszéspont koordinatai (1;2) (1 pont)

A megoldand6  egyenlétlenség  ekvivalens a Jx+3<-0,5x+2,5

egyenldtlenséggel (1 pont)
A bal oldal nem negativ (1 pont)
a jobb oldal 5-nél nagyobb x-ekre negativ (1 pont)
Az egyenlétlenség megoldasait a [-3;6] intervallumon a b) részben abrazolt f
és g fuggvényekrol leolvashatjuk (1 pont)
A megoldashalmaz a [-3;1] intervallum (2 pont)

) Osszesen: 14 pont
a) Abrazolja a derékszogi koordinatarendszerben az

f:[0;8] >R, f(x)= ‘xz -4x+ 3‘ fiiggvényt! (5 pont)

b) Tekintsiik az ‘(x—Z)2 —1‘=k paraméteres egyenletet, ahol k valés
paraméter. Vizsgalja a megoldasok szamat a k paraméter
fiiggvényében! (7 pont)

c) Abrazolja a megoldasok szamat megadé fiiggvényt a ke [-6;6[

intervallumon! (2 pont)
d) Adja meg a c)-beli fiiggvény értékkészletét! (2 pont)
Megoldas:
a) f(x)=|x*~4x+3=|(x-2)" -1 (1 pont)
Az y=(x- 2)2 —1parabola tengelypontja (2;-1)
(1 pont)
az x tengelyt az (1;0) és (3;0) pontokban metszi (1
pont)
Jo abrazolas, lesziikités a [0;5] intervallumra
(1 pont)
Az abszolut érték figyelembevétele (1 pont) _|
Helyes abra: ! .
b) Lasd: Egyenletek, egyenldtlenségek 4. feladat, Paraméter 8. feladat
c) Lasd: Egyenletek, egyenldtlenségek 4. feladat
d) Lasd: Egyenletek, egyenldtlenségek 4. feladat

Osszesen: 16 pont
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7) Az alabbi harom kifejezés mindegyike esetén adja meg a valés szamok
halmazanak azt a legbovebb részhalmazat, amelyen a Kkifejezés
értelmezheto!

a) cos(log2 \/;) (3 pont)
b) ./log,(cosx) (5 pont)
c) log &(cosz x) (5 pont)

Megoldas:

a) A négyzetgydk miatt x>0 (1 pont)
A logaritmus miatt Jx >0 (1 pont)
A keresett halmaz: ]0;+oof (1 pont)

b) A logaritmus miatt cos x>0 (1 pont)
A négyzetgyok miatt log, (cos x) >0 (1 pont)
azaz cosx>1 (1 pont)
A koszinusz figgvény értékkészlete miatt cos x =1 (1 pont)
Az értelmezési tartomany tehét{x eRlx=k-2n, ke Z} (1 pont)

c) A logaritmus alapjai miatt x>0 és x#1 (1 pont)
A logaritmus miatt cos® x>0 (1 pont)
Tehat cosx#0 (1 pont)
x¢g+hnaMﬂkeZ (1 pont)
Az értelmezési tartomany tehat
R* \({1}u{§+k-n}] ahol ke N (1 pont)

Osszesen: 13 pont

8) Oldja meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket!

a) Jx+2=-x (4 pont)
x-1
b) 22HH) —ged (x 2 -4) (7 pont)

Megoldas:

a) A neégyzetgytk fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete miatt:
x € [-2;0] (1 pont)
Négyzetre emelés utan: x+2 = x° (1 pont)
Az x* —x -2 =0 egyenlet gydkei: 2 és —1. (1 pont)
Kozuluk csak a —1 eleme a fenti intervallumnak (és az atalakitasok ezen az
intervallumon ekvivalensek), ezért ez az egyetlen megoldas. (1 pont)
(A grafikus modszerrel valo megoldasért szintén maximalis pontszam jar)

b) Lasd: Exponencidlis és logaritmusos feladatok 10. feladat

Osszesen: 11 pont

9) Jeldlje H a ./5,2— x <3 egyenl6tlenség pozitiv egész megoldasainak

halmazat. Jeldlje tovabba B azon pozitiv egész b szamok halmazat,
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amelyekre a log, 2° kifejezés értéke is pozitiv egész szam. Elemeinek
felsorolasaval adja mega H,a B,a HN B és a B\ H halmazt! (11 pont)

Megoldas:
A gyokos kifejezés értelmezési tartomany vizsgalata alapjan: x<5,2. (1 pont)
Az egyenlétlenség elvégzése soran:
5,2-x<9=-3,8<x (1 pont)
Tehat azok a pozitiv szamok elemei H halmaznak, melyek -3,8-nal
nagyobbak és 5,2-nél kisebbek:

H ={1;2;3;4;5} (1 pont)
Ha log, 2° = k, akkor b* =2°, ami 64. (2 pont)
A k kitevé pozitiv egész, ezért a b olyan pozitiv egész szam lehet, melynek
valamely pozitiv egész kitevds hatvanya 64-gyel egyenlé: (1 pont)
20=4%=-82=-64' =64 (2 pont)
Ezért B ={2;4;8;64}. (1 pont)
H N B={2;4} (1 pont)
B\ H = {8;64} (1 pont)

Osszesen: 11 pont

10) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) sinx-cos’x=-1 (6 pont)
b) |x-|x|=2x+1 (7 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Trigonometria 11. feladat

b) Ha x>0, akkor |x|=x. (1 pont)
Ekkor O =2x+1, ahonnan x = —% , (1 pont)
de ez x > 0 miatt nem megoldas. (1 pont)
Ha x <0, akkor |x|=-x, (1 pont)
és az egyenlet [2x|=2x +1. (1 pont)
Mivel x <O ezért -2x =2x+1, azaz x = —% (1 pont)
Ellené6rzés... (1 pont)

Osszesen: 13 pont

11) Oldja meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) (%) - + (%)H = 324 (6 pont)
b) V6x-24=2x-7-1 (7 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Exponencidlis és logaritmusos feladatok 15. feladat

b) Ertelmezési tartomany: x> 4.
Ezen halmazon mindkét oldal nemnegativ, igy a négyzetre emelés ekvivalens
atalakitas. (1 pont)
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O6xX—24=2x-T+1-22x—-7 (1 pont)
242x -7 =18 -4x (1 pont)
N2x—-7=9-2x

A négyzetre emelés akkor ekvivalens, ha x <4,5. (1 pont)
2x—-7=81-36x+4x"

4x* -38x+88=0 (1 pont)
A masodfoku egyenlet gyokei x =4 és x=5,5. (1 pont)
Az 5,5 nem eleme az értelmezési tartomanynak, azonban a 4 igen,

Igy a megoldas az x=4. (1 pont)

Osszesen: 13 pont

12) Oldja meg az alabbi két egyenlotlenséget a valéos szamok halmazan!

a) cosx 2 % (3 pont)

b) ,/% ~4<20 (4 pont)

c) Hany olyan egész szam van. amelyik gyoke az alabbi

egyenlotlenségnek?
log, s (2x + 100) > -8 (7 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Trigonometria 13. feladat
b) Ertelmezési tartomany: x > 20. (1 pont)
Négyzetre emelve (az értelmezési tartomany okan ekvivalens atalakitas):
§—4<400. (1 pont)
x <2020 (1 pont)
Az értelmezési tartomannyal 6sszevetve tehat az egyenlétlenség megoldasa:
20 < x < 2020. (1 pont)

c) Lasd: Exponencidlis és logaritmusos feladatok 16. feladat
Osszesen: 14 pont

13)a) Hatarozza meg a valéos szamoknak azt a legbovebb részhalmazat,

amelyen a Vx> - 6x + 9 kifejezés értelmezhetd! (2 pont)
b) Abrazolja a [—5; 8:| intervallumon értelmezett f:x Vx*>-6x+9
fuggvényt! (S pont)

c) Melyik allitas igaz és melyik hamis a fenti fiiggvényre vonatkozoan?
Valaszat irja a sor végén lévo téglalapba! (Az indoklast nem kell
leirnia.)

A: Az fértékkészlete: [0;5]

B: Az f fiiggvény minimumat az x = -3 helyen veszi fel.

C: Az ffiiggvény szigorian monoton né a [4;8] intervallumon.

(3 pont)
A
B
C
3
d) Hatarozza meg az I (x2 -6x+ 9)dx értékeét! (6 pont)
-3
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Megoldas:

a) x*-6x+9=(x-3) (1 pont)
Mivel ez minden valos x értékre nem negativ, ezért a legb6vebb részhalmaz az
R (1 pont)

b) Lasd: Fiiggvények — Analizis 5. feladat
c) Ldasd: Fiiggvények — Analizis 5. feladat
d) Lasd: Fiiggvények — Analizis 5. feladat
Osszesen: 16 pont

14) Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) V2x+6=x+1 (5 pont)
b) 2log, x* + 3log, x* = log, x* + log, 8° (5 pont)

Megoldas:
a) A négyzetgyOk értelmezési tartomanya és értékkészlete:

-1<x<3. (1 pont)
A kifejezést négyzetre emelve

—2x+6=x" +2x +1egyenletet kapjuk. (1 pont)
Atrendezve: x> +4x-5=0. (1 pont)
A masodfoku egyenlet gyokei x, = -5 és x, =1. (1 pont)
Az x, =-5 nem eleme az értelmezési tartomanynalk,

igy a megoldas x, =1. (1 pont)

b) Ldasd: Exponencidlis és logaritmusos feladatok 17. feladat
Osszesen: 11 pont
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