2005-20XX Emelt szint

1)

2)

3)

Grafelmeélet

a) Dontse el az alabbi négy allitas k6ézul melyik igaz és melyik hamis! Valaszat
irja a tablazatbal! (4 pont)
A: Egy 6 pontot tartalmazo teljes grafnak 15 éle van
B: Ha egy teljes grafnak paros szamu éle van, akkor a pontok szama is
paros:
C: Ha egy 51 pontu grafban nincs kor, akkor legfeljebb 50 éle lehet.
D: Nincs olyan 6 pontu graf, amelyben a fokszamok 6sszege 11.

A B C D

b) Ha valaki sohasem hallott a grafokrol, és meégis kitolti a fenti tablazatot,
akkor mekkora valoszinliséggel lesz helyes mind a négy valasza? (3 pont)
c) Tagadja az alabbi mondatot:
,Nincs olyan szerelem, ami el nem mulik” (Népdalgytjtés) (3 pont)
d) Fogalmazzon meg egy olyan széveges feladatot, amelynek a megoldasa igy

17
szamithato ki: ( 5 j . (3 pont)

a) A kovetkezé keét allitasrol dontse el, hogy igaz vagy hamis. Valaszait
indokolja! (6 pont)
e Van olyan 6tpontu egyszertl graf, amelynek 11 éle van.

e Ha egy oOtpontu egyszeri graf minden csucsa legalabb harmadfoku,
akkor biztosan van negyedfoku csucsa is.

b) Az A, B, C, D és E pontok egy 6tpontu teljes graf csuicsai. A graf élei kozul
véletlenszertien beszineziink hatot. Mekkora a valoszintisége annak, hogy
az A, B, C, D, E pontokbol és a szinezett élekbdl allo graf nem lesz
Osszefligg6? (10 pont)

Tekintstuk a kovetkezd, egyszerti grafokra vonatkozo allitast:

Ha a grdaf minden pontjanak fokszama legaldbb 2, akkor a graf biztosan
6sszeftiggo.

a) Dontse el, hogy igaz vagy hamis az allitas! Valaszat indokolja!l (2 pont)
b) Fogalmazza meg az allitas megforditasat! Dontse el, hogy igaz vagy hamis
az allitas megforditasa! Valaszat indokolja! (4 pont)

Tekintstik a kovetkezd halmazokat:

P = {6sszefliggd grafok}, Q = {egyszeru grafok}, R = {kort tartalmazo grafok}.

P 0

R
c) Helyezze el az alabbi grafok abrajanak sorszamat a fenti halmazabran a
megfelel6é helyre! (4 pont)
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4)

S)

d) Rajzoljon egy 6 pontu fagrafot az 5. abrara és helyezze el ennek a sorszamat

is a fenti halmazabraban a megfelelé helyre! (3 pont)
A A A A
F B F B F ~N_B F B
E c E c B % E .
D D D D
1. abra 2. abra 3. dbra 4. abra
A
o B
Feo .
E® ‘c
°
D
3. dbra
a) Hatarozza meg az alabbi kijelentések logikai értékét (igaz-hamis)! Valaszait
indokolja! (8 pont)
[. Van olyan hatpontu fagraf, amelynek minden csucsa paratlan
fokszamu

II. Ha egy hétpontu egyszeru grafnak 15 éle van, akkor a graf 6sszefliggé.
[II. Van olyan fagraf amelyben a csuicsok szamanak és az élek szamanak
Osszege paros.
Egy hatfés tarsasag tagjai A, B, C, D, E és F . Mindenkit megkérdeztiink, hogy
hany ismerése van a tobbiek kozott (az ismeretség kolcsonos). A valaszként
kapott hat természetes szam szorzata 180. Az is kidertilt, hogy A-nak legalabb
annyi ismerése van, mint B-nek, B-nek legalabb annyi ismerése van, mint
C-nek, és igy tovabb, E -nek legalabb annyi ismerdése van, mint F -nek.
b) Szemléltesse egy-egy graffal a lehetséges ismeretségi rendszereket! (8 pont)

A H halmaz egy nyolcpontu egyszerti grafok halmaza. A koévetkezé allitas a H

elemeire vonatkozik: Ha egy (nyolcpontu egyszertl) graf minden pontjanak

fokszama legalabb 3, akkor a graf 6sszefliigg6.

a) Dontse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja! (3 pont)

b) Fogalmazza meg az allitas megforditasat a H elemeire vonatkozoan, és
dontse el a megforditott allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!l

(3 pont)

Az ABCDE konvex 6tsz0g csucsait piros, kék vagy zold szinlre szinezzuk ugy,

hogy barmely két szomszédos cstucsa kiilénbo6z6 szinti legyen.

c) Hany  kulonb6zé  szinezés  lehetséges? (Az  Otsz0g  csucsait
megkuldonboéztetjik egymastol.) (5 pont)

Egy négypontu teljes graf élei kozul véletlenszertien kivalasztott négy élt

kiszinezlink zoldre (teljes graf: olyan egyszeru graf, melynek barmely két pontja

kozott van él.)

d) Hatarozza meg annak a valoszinlUségét, hogy a zb6ldre szinezett élek a graf
egy négypontu korének élei! (S pont)
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6)

7)

8)

9)

a) Legyen G egy nyolcpontu egyszertl graf, amelynek Osszesen 9 éle van.
Igazolja, hogy G csucsai kozott biztosan van olyan, amelynek a fokszama
legalabb 3. (4 pont)

b) Az A, B, C, D, E, F, G, H pontok egy szabalyos nyolcszdg csucsai.
Megrajzoljuk a nyolcszog oldalait és atloit. A megrajzolt szakaszok koziil
véletlenszertien kivalasztunk négyet. Hatarozza meg annak a
valoszinluségét, hogy mind a négy kivalasztott szakasz az A csucsbol indul
kil (6 pont)

c) Nyolc sakkozé részére egyéni bajnoksagot szerveznek. Hanyféleképpen
készithetd el az elsd fordulo parositasa, ha ebben a forduloban mindenki
egy mérkozeést jatszik? (Két parositast ktilénb6zének tekinttink, ha az egyik
tartalmaz olyan mérkézést, amelyet a masik nem.) (6 pont)

a) Ha a|b igaz, akkor a|b® is teljesiil (a és b pozitiv egész szamok).
Fogalmazza meg a fenti (igaz) allitas megforditasat, és allapitsa meg a
megforditas logikai értékét is! Valaszat indokolja! (a | b azt jelenti, hogy az
a egész szam osztoéja a b egész szamnak.) (3 pont)

b) Hany olyan n pozitiv egész szam van, amelyhez létezik olyan p (pozitiv)
primszam, amelyre az n’ - pn kuilénbség is egy (pozitiv) primszammal
egyenld? (7 pont)

Egy lapra 10 pontot rajzoltunk, majd ezeket megszamoztuk 1-t6l 10-ig. Ezutan

minden egyes pontot egy-egy vonallal ,6sszekdtiink” a lapon szereplé 6sszes

olyan ponttal, amelyhez irt szam a kivalasztott ponthoz irt szamnak osztoja.

(Példaul azt a pontot, amelyhez a 6-ot irtuk, 6sszek6tottiik mind a négy ponttal,

amelyhez a 6 valamelyik osztéjat irtuk.)

c) Igazolja, hogy az igy kapott 10 csuicsu graf nem egyszer grafl (2 pont)

d) Igazolja, hogy a graf éleinek szama paratlan! (4 pont)

Egy osztaly tanuléi a tanév soran harom kirandulason vehettek részt. Az elsén

az osztaly tanuldinak 60 szazaléka vett részt, a masodikon 70 szazalék, a

harmadikon 80 szézalék. Igy harom tanulé haromszor, a tdbbi kétszer

kirandult.

a) Hany tanul6ja van az osztalynak? (6 pont)

b) A harom ko6zul az elsé kirandulason tiz tanulé kérmérkézésen asztalitenisz-
bajnoksagot jatszott. (Ez azt jelenti, hogy a tiz tanuldé koéztil mindenki
mindenkivel pontosan egy mérkdzést vivott.)

Mutassa meg, hogy 11 meérkézés utan volt olyan tanulo, aki legalabb

haromszor jatszott! (4 pont)

c) A masodik kirandulasra csak az osztaly kosarlabdazoé tanuloi nem tudtak
elmenni, mivel éppen mérkézésik volt. A kosarasok atlagmagassaga 182
cm, az osztaly atlagmagassaga 174,3 cm.

Szamitsa ki a kirandulason részt vevd tanulok atlagmagassagat! (6 pont)
Aladar, Béla, Csaba, Dani és Erné szombat délutanonként egytitt teniszeznek.
Mikor megérkeznek a teniszpalyara, mindegyik fiu kezet fog a tobbiekkel.

a) Hany kézfogas torténik egy-egy ilyen k6z0s teniszezés elott? (3 pont)

Legutobb Dani és Erndé egyultt érkeztek a palyara, a tébbiek kuilonb6zé

idépontokban érkeztek.

b) Hany kulénb6z6 sorrendben érkezhettek ezen alkalommal? (3 pont)

c) A fiuk mindig paros mérkdzést jatszanak, kettd-ketté ellen. (Egy paron
bellul a jatékosok sorrendjét nem vesszik figyelembe, és a palya két térfelét
nem kulénbdztetjiik meg.)
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10)

11)

Hany ktlonb6zé mérkézés lehetséges? (6 pont)

Az abran egy 3x3-as kirakos jaték (puzzle) sematikus képe 5 3

1 2
lathato. A kirakos jatékot egy graffal szemléltethetjik ugy, ] '
hogy a graf csucsai (A1, A2, ..., C3) a puzzle-elemeket jeldlik, B N
a graf két cstucsa kozott pedig pontosan akkor vezet €], haa p J—‘B é;k'
két csucsnak megfelel6 puzzle-elemek koézvetlentl (egy | L (0
oldalban) kapcsolédnak egymashoz a teljesen kirakott C ~ :
képben.

| |

a) Rajzolja fel a kirakos jaték grafjat (a csucsok azonositasaval egytitt), és

hatarozza meg a grafban a fokszamok 6sszegét! (3 pont)
b) Igazolja, hogy a megrajzolt grafban nincs olyan (grafelméleti) kér, amely
paratlan sok élbél all! (4 pont)

c) A teljesen kirakott képen jel6ljon meg a puzzle-elemek kozil 7 darabot ugy,
hogy a kirakosjaték altaluk alkotott részlete (a részletnek megfelelé graf)
mar ne legyen 6sszefliiggd! (2 pont)

d) Hanyféleképpen lehet a puzzle-elemek koéztil harmat tgy kivalasztani, hogy
ezek a teljesen kirakott képben kapcsoldodjanak egymashoz (azaz
mindharom képrészlet kdézvetleniil kapcsolodjék legalabb egy masikhoz a
kivalasztottak koézul)? (Az elemek kivalasztasanak sorrendjére nem
vagyunk tekintettel.) (7 pont)

a) Dontse el, hogy igaz-e a kovetkez6 kijelentés! Valaszat indokolja!

Van olyan Gj, illetve G2 fagraf, amelyre igaz, hogy a G2 csucsainak szama
kétszerese a G;csucsai szamanak, és a Gz éleinek szama is kétszerese a Gj élei
szamanak. (A fagrafnak van legalabb egy csucsa.) (3 pont)
Az A, B, C, D, E, F kereskedd6cégek mindegyike mind az 6t masik céggel kotott
egy-egy Uzletet az el6z6 honapban (barmelyik két cég kozott pontosan egy
Uzletkotés jott létre). Az ellendérzé hatosag véletlenszertien kivalaszt a hat cég
el6z6 havi (egymas kozotti) Uizletkdtései kozil négyet, €s azokat ellendrzi.

a) Mekkora annak a valoszinlisége, hogy az A vagy a B cég Uizletkotései koztil

is ellendriznek legalabb egyet? (6 pont)
Az egyik cég azzal bizott meg egy reklamuigynokséget, hogy tervezzen egy nagy
meretl, fliggblegesen leomloé hirdetévasznat a budapesti Lanchid f6
tartélancanak egy részére.

= 03

|

T 1 al [] .

vV U S P

A hid keét tampillérének PV tavolsaga kb. 200 méter. A {6 tartolanc alakja jo

kozelitéssel egy olyan (fliggbleges siku) parabolanak az ive, amelynek a

tengelypontja a PV felezépontja (U), a tengelye pedig a PV felezémerdlegese. A

lanc tartopillérnél becsult legnagyobb magassaga PQ =16 meéter, a vaszon

tervezett szélessége PS =50 méter. A tervek szerint a QR iven felfliggesztett

hirdetévaszon az abran soététitett PORS teruletet fedi majd be (RS merdleges

PS-re).

b) Hany m? tertiletti vaszon beszerzésére lesz sziikség, ha a rogzitések miatt
8% veszteséggel szamol a tervezd? (7 pont)
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12) Ot kiilénbéz6é szamjegyet leirunk egy papirlapra. Két szamjegyet pontosan
akkor kotunk Ossze egy vonallal (éllel), ha kilénbségik paros szam (de egyik
szamjegyet se kotjiik 6ssze 6Gnmagaval). Igy egy dtpontu grafot kapunk.

a) Hatarozza meg az alabbi két allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)!
Valaszat indokoljal
I. Lehetséges, hogy fagrafot kapunk.
II. Lehetséges, hogy nem 6sszefliggd grafot kapunk.

Az Ocean Légitarsasagnak a megalakulasa o6ta
alapelve, hogy a szigetvilagban mukédé halozatnak
barmely két célallomasa ko6zott —mukodtet
repuléjaratot. (Az dbra azt a tobb évvel ezel6tti
idészakot szemlélteti, amikor még csak négy
célallomas és hat reputiljarat volt.)

A halozatot folyamatosan bévitik: az utobbi két év
alatt a célallomasok szama masfélszeresére nott,
ugyanezen id6 alatt a reptiléjaratok szama pedig 60-
nal lett t6bb.

b) Hany célallomasra koézlekednek jelenleg? (7 pont)

A légitarsasag vezetdségi értekezletén megallapitottak, hogy az 1l-es szamu
jaratukon legfeljebb 168 utasnak van hely, de minden alkalommal sokkal
tobben szeretnének jegyet valtani. T6bb év tapasztalatai szerint 0,032 annak a
valoszinliisége, hogy erre a jaratra valaki megveszi a jegyet, de aztan valamilyen
ok miatt mégsem jelenik meg a jarat indulasanal. Emiatt a vezet6ség ugy dont,
hogy erre a 168 f6s jaratra ezentul 170 jegyet adnak el. Az érvényes szabalyozas
szerint a tobb jegy eladasa miatt a jaratrol esetleg lemarado utasoknak a
légitarsasag fejenként 600 euro kartéritést koteles fizetni.

c) Ha a vezetdség megallapitasai helyesek, akkor mennyi a valészinusége
annak, hogy az 1-es szamu jarat egy indulasanal legfeljebb 168 utas jelenik
meg, €s mennyi a tarsasag altal fizetend6 kartérités varhato értéke a jarat
egy utjat tekintve? (S pont)

13) Legyen az U alaphalmaz a legalabb 4 pontu egyszeru grafok halmaza. Az F

halmaz az U elemei koézUul pontosan azokat tartalmazza, amelyek fagrafok, a G

halmaz pontosan azokat, amelyek 6Osszefliggé grafok, a H halmaz pedig

pontosan azokat, amelyek 6 pontu grafok.

a) Az alabbi abran satirozassal jeldlje meg, €és halmazmuveletekkel is adja meg

az U-nak azt a részhalmazat, amelyik tires halmaz! (2 pont)
b) A megadott Venn-diagram minden egyes tovabbi részébe rajzoljon pontosan
egy lehetséges grafot! (5 pont)

I
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Egy telephely K, L, M, N, P, Q épuletei kozul az éjszakai ellenérzés soran 6tot

ellendriz a biztonsagi Or.

c) Hanyféleképpen tervezheti meg az utvonalat, ha K és L épuleteket
mindenképp ellenérzi? (Két utvonal kulénb6zd, ha a két Ut soran mas
épuleteket, vagy ugyanazokat az éptileteket, de mas sorrendben ellenériz a
biztonsagi 6r.) (4 pont)

Megrajzoltuk a ABCDE konvex 0Otsz0g oldalait és atloit, majd a megrajzolt

szakaszok mindegyikét vagy kékre, vagy zoldre szineztiik. A szinezés befejezése

utan észrevettiik, hogy nincs olyan haromszoég, amelynek csucsai az A, B, C, D,

E pontok kézul valok, és mindharom oldala azonos szint.

d) Igazolja (példaul indirekt modszerrel), hogy nincs olyan csucsa az
O0tszognek, amelybdl legalabb harom azonos szinu szakasz indul ki!

(S pont)

14) Annanak az IWIW-en 40 ismerdse van (Az IWIW weboldalon lehetéség van az

egymast ismerd emberek kapcsolatfelvételére. Ebben a feladatban minden
ismertséget kolcsdndsnek tekintiink.)

Anna ismerdseinek mindegyike Anna minden tébbi ismerdse koézil pontosan

egyet nem ismer.

a) A szoba kerult 41 ember koézo6tt 6sszesen hany ismertség all fenn? (S pont)

b) Mekkora annak a valoszintisége, hogy Anna 40 ismerdése kozul

véletlenszertien valasztva kettét, 6k ismerik egymast? (S pont)
c) Valasszunk most a 41 személy kozll véletlenszertien kettét! Mennyi a
valoszinlisége, hogy nem ismerik egymast? (6 pont)

15) Megrajzoltuk az ABCDE szabalyos sokszoget, €s berajzoltuk minden atlojat. Az

atlok metszéspontjait az abra szerint bettiztik meg: P, Q, R, S, T.

a) Hany olyan haromszog lathaté az abran, amelyek
mindharom csucsa a megjelolt 10 pont koézal valo, és
mindharom oldalegyenese az ABCDE Otszog
oldalegyenesei és atloegyenesei kozul kerul ki?(8 pont)

b) Tudjuk, hogy az ABCQ négyszdg tertilete120 cm?’.

Mekkora az ABCDE 06tszog terulete? Valaszat egész

értékekre kerekitve adja meg! (4 pont)
c) Tekintstuk azt a tiz cstucsu grafot, amelyet a megadott abra szemléltet. Errdl

a grafrol fogalmaztunk meg két allitast. Allapitsa meg mindkét allitasrol,

hogy igaz vagy hamis! Adjon révid magyarazatot a valaszra!

1.allitas: Ennek a grafnak 20 éle van.

2.allitas: Ebben a grafban van olyan részgraf, amely nyolc €l kor.

(4 pont)
16) Adott négy, a valos szamok halmazan értelmezett figgvény:
f(x)=(x+4)(2-x)
g(x)=x+4
h(x)=x>-4
i(x)=|x|-4
a) Hatarozza meg az f és g fuggvények grafikonja altal koézrezart korlatos
sikidom teruletét! (7 pont)

Egy négypontu graf csucsait megfeleltetjiik e négy fliggvénynek. Két cstucsot
pontosan akkor kétiink 6ssze éllel, ha a két megfeleld figgvénynek van kézos
zérushelye.

b) Rajzolja fel az igy kapott grafot! (4 pont)
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A valos szamok halmazan értelemezett k fliggvény zérushelye -5 és 3, az m
figgvény zérushelyei 3 és -3, az n flUggvény zérushelyei pedig S és -5.
A p elséfoku fuiggvény hozzarendelési szabalya p(x)=x+c, ahol ¢ egy valos

szam.

c) Hanyféleképpen valaszhato meg a c konstans értéke ugy, hogy a k, m, n és
p fuggvényekre a b) feladatban megadott szabaly szerint elkészitett
négypontu graf fagraf legyen? (S pont)

17) Egy nyomozas soran fontossa valt felderiteni azt, hogy az A, B, C, D, E, F
hattagii tarsasag mely tagjai ismerik egymast, azaz milyen a tarsasag
ismeretségi haloja (ismeretségi grafja). (Az ismeretség barmely két tag kozott
kolcsOnds. A tarsasag két ismeretségi halgja akkor kiilénb6zé, ha van két olyan

tag, akik az egyik haloban egymasnak ismerdsei, de a masikban nem.) A

nyomozas soran az mar bizonyitotta valt, hogy A-nak 5, B-nek 4, C-nek 3

ismerdse van a tarsasagban. Ennél tébbet azonban nem sikertlt kideriteni, igy

aztan D, E, F egymas kozo6tti ismeretségeirél sincs még semmilyen informacio.

a) Hanyféle lehet a D, E, F csoport ismeretségi haloja?

A friss bizonyitékok szerint a D, E, F csoportban mindenki ismeri a masik
két személyt. (3 pont)

b) Az 6sszes eddigi (a korabban és a frissen beszerzett) informaciot figyelembe
véve hanyféle lehet az A, B, C, D, E, F hattagu tarsasag ismeretségi haloja?

(9 pont)

A tovabbi informaciok kideritése érdekében a hattagt tarsasag tagjait 3 fos

csoportokba szervezve hallgatjak ki. Minden olyan 3 fés csoport kihallgatasat

megszervezik, amelyben A és B egytltt nincs jelen.

c) Osszesen hany ilyen csoportos kihallgatast kell szervezni? (4 pont)
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