2005-20XX Emelt szint

1)

2)

3)

4)

Fiiggvények - Analizis

Legyen fés g a valos szamok halmazan értelmezett fliggvény:

a)

b)

a)
b)

-1 ha x<-1
f(x)=42x+1 ha-1<x<0 és g(x)=x"-2

1 ha x>0
Abrazolja ugyanabban a koordinatarendszerben mindkét fiiggvényt! Adja
meg az f(x)=g(x) egyenlet valos megoldasait! (6 pont)
Szamitsa ki a keét figgvény grafikonja altal kozrefogott zart sikidom
tertiletet! (8 pont)

Legyen adott az f :[-2,5;2,5] > R, f(x)=x’-3x fuggvény.

Hatarozza meg az f figgvény zérushelyeit! (4 pont)
Vizsgalja meg az f figgvényt monotonitas szempontjabol! (6 pont)
Adja meg az f fliggvény legnagyobb és legkisebb értékét! (4 pont)

c)

a)

b)

Abrazolja fuggvény-transzformaciok segitségével a [-3;4] intervallumon az
x > x° - 2|x| - 3 hozzarendelési szaballyal megadott figgvényt! (6 pont)
Legyen az f, a g és a h figgvények értelmezési tartomanya a valos szamok
halmaza, hozzarendelési szabalyuk: f(x)=x>-2x-3; g(x)=x-3,
h(x)=|x
Képezziink egyszeresen Osszetett flggvényeket a szokasos modon.
Példaul: (go f)(x)=g(f(x)) :(x2 —2x—3)—3 =x*-2x-6.

Készitse el — a fenti példanak megfeleléen — az f, g és h figgvényekbdl a
pontosan két ktilénbo6zé felhasznalasaval képezhetd egyszeresen Osszetett
figgvényeket! Sorolja fel valamennyit! (6 pont)
Keressen példat olyan p és t, a valdés szamok halmazan értelmezett

figgvényre, amelyre (pot)(x)=(to p)(x)!
Adja meg a p és t fliggvény hozzarendelési szabalyat! (4 pont)

Egy arborétumban 1969 ota figyelik a fak természetes névekedését. Ugy
tapasztaltak, hogy a mandzsu fzfa magassagat kozelitéen jol irja le az

m(t)= ——— keplet; a hegylt mamutieny0d magassagat kozelitoéen jol irja le a
12 tlol képl hegyi fenyé g agat kozelitéen jol irja 1
+

kovetkezé formula: h(t)=5-40,4t+1+0,4.
Mindkét formulaban t az 1969 ota eltelt id6t jeloli években (t>1), és a

magassagot méterben szamoljak.

Szemléltesse a mandzsu flazfa és a hegyi mamutfenyé magassaganak
valtozasat, olyan ko6z6s oszlopdiagram, amely a magassag értékét az 1970
és 2000 kozotti idészakban 10 évenként mutatja! A diagramon tlintesse
fel a szamitott magassagértékeket! (6 pont)
A mamutfeny6 melyik évben érte el 10,5 méteres magassagot? (4 pont)
Indokolja, hogy nem lehet olyan fa az arborétumban, amely magassagat a

g(t)=t>-16,5t*+ 72t + 60 képlet irja le. (A magassagot centiméterben
szamoljak, taz 1985 ota eltelt idét jeloli években, és t <21.) (6 pont)
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S)

6)

7)

8)

a) Hatarozza meg a valos szamoknak azt a legb6évebb részhalmazat, amelyen

a Vx* -6x+9 kifejezés értelmezheto! (2 pont)
b) Abrazolja a [—5; 8] intervallumon értelmezett f:xr>x*—6x+9
fuggvényt! (S pont)

c) Melyik allitas igaz és melyik hamis a fenti fliggvényre vonatkozoéan?
Valaszat irja a sor végén lévé téglalapba! (Az indoklast nem kell leirnia.)
A: Az fértékkészlete: [0;5]
B: Az ffiggvény minimumat az x = -3 helyen veszi fel.

C: Az ffiggvény szigoruan monoton né a [4;8] intervallumon. (3 pont)
A
B
C
3
d) Hatarozza meg az J.(x2 —-6x+ 9)dx értéket! (6 pont)

-3

Adott az ffaggvény: f:]-1,6] > R; f(x)=—-4x +192x

a) Hatarozza meg f zérushelyeit és elemezze az f fliggvényt monotonitas
szempontjabol! (7 pont)

Jeldlje c az f értelmezési tartomanyanak egy pozitiv elemeét

b) Hatarozza meg c értékét ugy, hogy az x tengely [0;c] szakasza, az x—c=0
egyenletll egyenes és az f grafikonja altal kozbezart sikidom tertilete 704
tertiletegységnyi legyen! (9 pont)

a) Ertelmezzilk a valés szamok halmazan az f fliggvényt az
f(x)=x°+kx® +9x képlettell (A k paraméter valos szamot jeldl).

Szamitsa ki, hogy k mely értéke esetén lesz x=1 a fuggvény lokalis
szélséértékhelye!

Allapitsa meg, hogy az igy kapott k esetén x=1 a fliggvények lokalis
maximumhelye vagy lokalis minimumhelye!

Igazolja, hogy a k ezen értéke esetén a fliggvénynek van masik lokalis
szélséértékhelye is! (11 pont)

b) Hatarozza meg a valoés szamok halmazan a g(x)=x’-9x> képlettel
értelmezett g fliggvény inflexios pontjat! (5 pont)

Adott a K(t)=t*+6t+5 polinom. Jelélje H a koordinatasik azon P(x;y)

pontjainak halmazat, amelyekre K(x)+ K(y)<O.

a) A H halmaz pontjai koézul véletlenszerten kivalasztunk egyet. Mennyi
annak a valdszinusége, hogy a kivalasztott pont az C(-3;-3) ponttdl 2
egységnél nem nagyobb tavolsagra van? (9 pont)

Az ffuggvényt a kévetkezOképpen definialjuk:

FiRSR, f(x)=x>+6x+5

b) Szamitsa ki az f fuggvény grafikonja és az x tengely altal kozbezart

sikidom teruletét! (7 pont)
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9) Egy egyenlé szara haromszog szarainak metszéspontja C(0;7) pont, a szarak
hossza +/53 egység. A haromszog masik két csucsa (A, B) illeszkedik az
y= —le +1 egyenlett parabolara.

a) Szamitsa ki az A és a B pont koordinatait! (6 pont)
b) Irja fel az ABC haromszdg egyik szaregyenesének egyenletét! Ennek az
egyenesnek és a parabolanak tovabbi k6z6s pontja D. Hatarozza meg a D

pont koordinatait! (4 pont)
c) Mekkora terulettl részekre bontja az ABC haromszdget a parabola ive?
(6 pont)

10) Adott fés g figgvény.
f: D, = R\{kg;k € Z} x > (tgx + ctgx) - sin 2x

a) Igazolja, hogy az igy definialt ffiggvény konstans! (3 pont)
g: D,=[-7;7] x> x*-6|x|

b) Szamitsa ki g figgvény zérushelyeit! (3 pont)

c) Adja meg g figgvény értékkeészletét! (3 pont)
3 2

11) Legyen f(x)=- ax 3x - 2x_ a, ahol a pozitiv valés szam és x e R.
a a a

a) Igazolja, hogy .[f(x)dx =-a’+al (6 pont)
0

b) Mely pozitiv a szamokra teljestil, hogy j f(x)dx>07? (4 pont)

0

c) Az x mely pozitiv valos értéke lesz a g(x)=-x’+x fliggvények lokalis
(helyi) minimuma? (6 pont)

12) Az x* =2y egyenletll parabola az x*>+y’ <8 egyenletli kérlapot két részre

vagja. Mekkora a konvex rész tertilete? Szamolasa soran ne hasznalja a =«
kozelitd értékeét! (16 pont)

13) Egy kozmetikumokat gyarto vallalkozas nagy tételben gyart egyfajta krémet. A
termelés havi mennyisége (x mennyisége) 100 és 700 kg kozé esik, amelyet
egy megallapodas alapjan a gyartas honapjaban el is adnak egy
nagykereskeddének. A megallapodas azt is tartalmazza, hogy egy kilogramm
krém eladasi ara: (36 - 0,0Sx) euro. A krémgyartassal 0sszefliggé havi kiadas

(koltseg) is figg a havonta eladott mennyiségtdl. A krémgyartassal 6sszefliiggd

havi kiadast (koltséget) a 0,0001x° —30,12x +13000 6sszefliggés adja meg,

szintén euroban.

a) Szamitsa ki, hogy hany kilogramm krém eladasa esetén lesz az eladasbol
szarmazo havi bevétel a legnagyobb! Mekkora a legnagyobb havi bevétel?

(6 pont)

b) Adja meg a krémgyartassal elérheté legnagyobb havi nyereséget! Hany
kilogramm krém értékesitése esetén valosul ez meg?
(nyereség = bevétel —kiadas) (10 pont)
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14)

15)

16)

17)

A nyomda egy plakatot 14400 példanyban allit el6. A koltségeket csak a

nyomtatashoz felhasznalt nyomolemezek (klisék) darabszamanak
valtoztatasaval tudjak befolyasolni. Egy nyomolemez 2500 Ft-ba kertl, és a
nyomolemezek mindegyikével oranként 100 plakat késziil. A nyomolemezek
aran felul, a lemezek szamatol fliggetlentll, minden nyomtatasra forditott
munkaodra tovabbi 40000 Ft koltséget jelent a nyomdanak. A raforditott idé
és az erre az idére juto koltség egyenesen aranyos.
a) Mennyi a nyomolemezek aranak és a nyomtatasra forditott munkaodrak
miatt fellepd koltségek Osszege, ha a 14400 plakat kinyomtatasahoz 16

nyomolemezt hasznalnak? (4 pont)
b) A 14400 plakat kinyomtatasat a nyomda a legkisebb koltséggel akarja
megoldani. Hany nyomolemezt kell ekkor hasznalnia? Mennyi ebben az
esetben a nyomolemezekre és a raforditott munkaiddre juto koltségek
Osszege? (12 pont)

a) Keét szabalyos dobokockat egyszerre feldobunk. Szamitsa ki a kovetkezd
két esemény valoszinUiségét:
A: a dobott szamok 6sszege prim
B: a dobott szamok 0sszege oszthato 3-mal (6 pont)
b) Az 1;2;3;4;5;6 szamjegyekbdl véletlenszerien kivalasztunk harom
kulénb6zét. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy a kivalasztott
szamjegyek mindegyikének egyszeri felhasznalasaval 4-gyel oszthato

haromjegyti szamot tudunk képezni? (S pont)
c) Az ABCD négyzet csucsai: A(0;0), B(%;O), C(g;gj, D(O;g)

Véletlenszertien kivalasztjuk a négyzet egy belsé pontjat. Mennyi a
valoszinlUsége annak, hogy a kivalasztott pont a koordinatatengelyek és az

f: {O;g} — R, f(x)=cosx fluggvény grafikonja altal hatarolt tartomany

egyik pontja? (S pont)

Legyen p valos paraméter. Tekintstik a valos szamok halmazan értelmezett f
figgvényt, amelynek hozzarendelési szabalya:

f(x)=-3x"+(p-3)x*+ p’x-6.

2
a) Szamitsa ki a _[ f(x)dx hatarozott integralt, ha p=3 (4 pont)
0
b) Hatarozza meg p értékét ugy, hogy az x=1 zérushelye legyen az f
fuggvénynek! (3 pont)
c) Hatarozza meg p értékét ugy, hogy az f figgvény derivaltja az x=1
helyen pozitiv legyen! (7 pont)
a) Abrazolja derékszogu koordinatarendszerben az
f:07] >R, f(x)= ‘xz —6x + 5‘ fliggvényt! (4 pont)
b) Adja meg az ffliggvény értékkeészletét! (2 pont)
c) A p valés paraméter eértekétél fliggéen hany megoldasa van az
‘xQ —6x+5‘ = p egyenletnek a [0;7] intervallumon? (8 pont)
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18) Egy Uzemben olyan forgashenger alaku konzervdoboz gyartasat szeretnék
elkezdeni, amelynek térfogata 1000 cm3. A doboz aljanak és tetejének
anyagkoltsége 0,2 cm?/Ft, mig oldalanak anyagkoltsége 0,1 cm?2/Ft.

a) Mekkorak legyenek a konzervdoboz méretei (az alapkdr sugara és a doboz
magassaga), ha a doboz anyagkoéltségét minimalizalni akarjak? Valaszat
cm-ben, egy tizedesjegyre kerekitve adja meg! Szamitsa ki a minimalis
anyagkoltséget is egész forintra kerekitve! (13 pont)

A megtoltétt konzervdobozokat tizenkettesével csomagoltak kartondobozokba.

Egy ellenérzés alkalmaval 10 ilyen kartondoboz tartalmat megvizsgaltak.

Minden kartondoboz esetén feljegyezték, hogy a benne talalhatoé 12 konzerv

kozott hany olyat talaltak, amelyben a toltésuly nem érte el az eldirt

minimalis  értéket. Az ellen6rék a 10 kartondobozban rendre
0;1;0;0;2;0;0;1;3;0 ilyen konzervet talaltak, s ezeket a konzerveket selejtesnek

mindsitettek.
b) Hatarozza meg a kartondobozonkénti selejtes konzervek szamanak atlagat
és az atlagtol mért atlagos abszolut eltérését! (3 pont)

19) Egy teherszallito taxikat Uzemelteté tarsasag egyik, elsésorban varosi
forgalomban alkalmazott kocsijanak teljes mukodtetési koltsége két részbol
tevédik 6ssze:

e az TUzemeltetési koltség kam atlagsebesség esetén 400+0,8x Ft

kilométerenként;
e a gépkocsivezetd alkalmazasa 2200 Ft oranként.
a) Mekkora atlagsebesség esetén minimalis a kocsi kilométerenkénti

mukodtetési koltsége? Valaszat kTm -ban, egészre kerekitve adja meg!

(8 pont)
b) A tarsasag emblémajanak alaprajzat az f és —f fuggvények grafikonjai
altal kozrezart sikidommal modellezhetjtik, ahol

Jx ha x €[0;4]
fi0;6lo>R, f(x)=1,2_
[0;6] (%) =1 x 122x+36 ha x < J456]
Szamitsa ki az embléma modelljének tertiletét! (8 pont)

20) Az ABCDEF szabalyos hatszégben a roévidebb atlé hossza 542
a) Szamolja ki a hatszog tertiletének pontos értékét! (6 pont)
b) Az ABCDEF hatsztg oldalfelez6 pontjai altal meghatarozott szabalyos
hatszog teruletét jelolje t, a t, tertlett: hatszég oldalfelezé6 pontjai altal

meghatarozott szabalyos hatszoég tertiletét t,, és igy tovabb, képezve ezzel

a {t,} sorozatot. Szamitsa ki a lim(t, +¢t,+...+t,) hatarértékét! (Pontos

értékkel szamoljon!) (10 pont)
21) a) Derivaltfiggvényének segitségével elemezze az f: ]—2;3[ - R;
f(x)=x’-1,5x>-6x fuggvényt a kovetkezd szempontok szerint:
novekedeés és fogyas, lokalis szélséértékek helye és értéke! (10 pont)
b) Adja meg azt a g:]-2;3[ > R fuggvényt, amelyre igaz, hogy ¢ = f (tehat

az ffuggvény a g derivaltfliggvénye) és ezen kiviil g(2) =0 is teljestil!
(4 pont)
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22) Kovacs ur a tetéterébe egy téglatest alaku beépitett szekrényt készittet. Két
vazlatot rajzolt a terveir6l az asztalosnak, és ezeken feltlintette a tetétér
megfelel6 adatait is. Az els6 vazlat ,térhatast”, a masodik pedig elélnézetben

abrazolja a szekrényt.
. 4m
III 7 X
|
o0
A |

45°

A tetétér adottsagai miatt a szekrény meélységének pontosan 60 cm-nek kell

lennie.

a) Mekkora legyen a szekrény vizszintes és fliggéleges meérete (azaz a
szélessége €s a magassaga), ha a leheté legnagyobb térfogatu szekrényt
szeretné elkészittetni? (A magassag, a szélesség és a mélység a szekrény
kiulsé méretei, Kovacs ur ezekkel szamitja ki a térfogatot.) (8 pont)

A szekrény elkészult. Az akasztos részébe Kovacs ur vasarnap este 7 inget

tesz be, a hét minden napjara egyet-egyet. Az ingek ko6zott van 2 feheér,

2 vilagoskék és 3 sarga. Reggelente nagyon siet, ezért Kovacs ur csak benyul

a szekrénybe, és anélkil, hogy odanézne, véletlenszertien kivesz egy inget.

b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy a hét els6 harom napjan vagy harom
ktilénb6z6 szinl vagy harom egyforma szind inget valaszt? (Ha valamelyik
nap viselt egy inget, azt utana mar nem teszi vissza a szekrénybe.) (8 pont)

23) Adott sikbeli derékszég(i koordinata-rendszerben az y=3x">-x° egyenleti
gorbe.

a) Igazolja, hogy ha x € ]0;3[, akkor y > 0. (4 pont)

b) Irja fel a gérbe 3 abszcisszaju pontjaban huzhaté érintéjének egyenletét!
(abszcissza: els6 koordinata) (S pont)

c) Szamitsa ki annak a sikidomnak a tertiletét, amelyet a gérbe elsé
siknegyedbe esé ive és az x tengely fog kozre! (S pont)

24) Egy  lUzemben  egyforma, nagyméretu 2
fémdobozok gyartasat tervezik. A téglatest :
alaka doboz halézatat egy ! {P

2 méteres x 1 méteres téglalapbol vagjak ki

az abran lathaté moédon. A kivagott idom

felhajtott  lapjait az  élek  mentén x \_

Osszeforrasztjak. (A forrasztasi eljaras nem r l—=z x l—ux

jar anyagveszteséggel.)

a) Hogyan valasszak meg a doboz méreteit, hogy a térfogata maximalis
legyen? Valaszat centiméterben, egészre kerekitve adja meg! (11 pont)

A dobozokat egy 6t karakterbdl allo koddal jel6lik meg. Minden kodban két

szamjegy €s harom nagybetl szerepel ugy, hogy a két szamjegy nincs egymas

mellett. Mindkét szamjegy eleme a {0;1;2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9} halmaznak, a

bettiket pedig a 26 bettis (angol) abécébdl valasztjak ki (példaul 7WA3A egy

lehetséges kod).

b) Hany kulénbé6zé kod lehetséges? (5 pont)
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25) Adott az f és g fuggvény:
fiRHR; f(x)=2x+1;
g:RHR; g(x)=x*-2.

a) Szamitsa ki a 2f + g fliggvény zérushelyeit! (3 pont)
b) Szamitsa ki az f és g fuggvények grafikonja altal kézbezart tertiletet!

(7 pont)

c) Szamitassal igazolja, hogy a h:]-0;-0,5[ = R; h(x)= ?Eg fluggvény

szigorian monoton noévekedd! (6 pont)

26) Egy pénzintézet a téle felvett H forint 6sszeglu hitel visszafizetésekor havi

p%-os kamattal szamol (p>0), ezért az adds havi toérlesztérészletét a

q"(a-1)
q" -

t =H-

n

képlettel szamitja ki (minden honapban ekkora 6sszeget kell

visszafizetni). A képletben g = 1+%, az n pedig azt jelenti, hogy 6sszesen
hany honapig fizetjik a torlesztérészletet (ez a hitel futamideje).
a) Fogyasztasi cikkek vasarlasara 1,6 millio forint hitelt vettiink fel a

pénzintézettdl; a havi kamat 2%. Osszesen hany forintot fizettink vissza,
ha 72 honap alatt torlesztjik a felvett hitelt?

Valaszat ezer forintra kerekitve adja meg! (4 pont)
b) Legkevesebb hany honapos futamidére vehetiink fel egy 2 millio forintos

hitelt, ha legfeljebb 60 ezer forintot tudunk havonta térleszteni, és a havi
kamat 2%-o0s? (8 pont)
c) Szamitsa ki a limt, hatarértékét, ha g=1,02 és H =2000000 !

(4 pont)
27) Keét sportiskola legjobb teniszezdi egyéni teniszbajnoksag
keretében mérték 6ssze tudasukat. A verseny emblémajat
parabolaszelet alakura tervezték (lasd az abrat). A
koordinata-rendszerben késziilt tervrajzon a teniszlabda
roppalyajat jelképezé y=4-x> egyenleti parabola,
valamint az x tengely hatarolja a parabolaszeletet. Az
embléman lathatéo még a teniszlabdat jelképezd kor is,
ennek egyenlete x* +y° -2,6y =0.
a) Hany szazaléka a kor tertilete a parabolaszelet tertiletének? A valaszt
egészre kerekitve adja meg! (8 pont)
A Z6ld Iskolabol 8, a Piros Iskolabol 10 tanulo versenyzett a bajnoksagon.
Mindenki mindenkivel egy mérkdzést jatszott, az ugyanabba az iskolaba jaro
tanulok is jatszottak egymassal. A verseny végén kidertlt, hogy a Piros Iskola
tanuloi 6sszesen kétszer annyi mérkdzést nyertek meg, mint a Zo6ld Iskola
tanuloi. (Teniszben dontetlen nincs.)
b) A Zold Iskola versenyzdi 6sszesen hany olyan meérkézést nyertek meg,
amelyet a Piros Iskola valamelyik teniszezéjével jatszottak? (6 pont)
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28) Adott az f:R - R; f(x)=x"+8x>-270x> + 275 fuggvény.

a) Igazolja, hogy x=-15-ben abszolut minimuma, x=0-ban lokalis
maximuma, x =9-ben lokalis minimuma van a fliggvénynek! (9 pont)
b) Igazolja, hogy f konkav a ]-9;5[ intervallumon! (4 pont)

5
c) A Newton-Leibniz-tétel segitségével hatarozza meg a _[ f (x)dx hatarozott
0

integral értéket! (3 pont)

29)
a) Egy szamtani sorozat differenciaja 1,6. A sorozat elsé, harmadik és
hetedik tagjat (az adott sorrendben) tekinthetjik egy mértani sorozat elsé
harom tagjanak is. Hatarozza meg ezt a harom szamot! (6 pont)

Tekintstuk a koévetkezé allitast: Ha az {a,} szdmsorozat konvergens, akkor az

{an} sorozat értékkészlete véges szamhalmaz. (Véges halmaz: elemeinek

szama megadhato egy természetes szammal.)

b) Doéntse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja! (3 pont)
c) Fogalmazza meg az allitas megforditasat, és doéntse el a megforditott
allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!l (4 pont)

30) Adott az f, a g és a h figgvény:
fiRoR, f(x)=2"-1;
g:R->R,g(x)=3x+2;
h:R->Rh(x)=12-x"

a) Legyen a k Osszetett fliggvény belsé fliggvénye az f és kulsé figgvénye a h
(vagyis k(x)=h(f(x)) minden x valés szam esetén). Igazolja,
hogyk(x)=11+2*"-4*. (3 pont)

b) Oldja meg az f(g(x))<g(f(x)) egyenlétlenséget a valos szamok
halmazan! (7 pont)

c) Mekkora a h és az x> —4(xeR) fuggvények gorbéi altal kozbezart
(korlatos) terulet? (6 pont)

31) A repulégépek Uizemanyag-fogyasztasat szamos tényezd befolyasolja. Egy

leegyszerusitett matematikai modell szerint (a vizsgalatba bevont repulégépek
esetében) az egy ora repulés alatt felhasznalt Uizemanyag toémegét az

f(x)=2—10(x2—1800x+950000) osszefliggés adja meg. Ebben az

Osszefliggésben x a repulési atlagsebesség km/h-ban (x>0),f(x) pedig a

felhasznalt izemanyag témege kg-ban.
a) A modell alapjan hany km/h atlagsebesség esetén lesz minimalis az egy
ora repulés alatt felhasznalt izemanyag témege? Mekkora ez a tdmeg?
(5 pont)
Egy reptilégép Londonbdl New Yorkba reptil. A reptilési tavolsag 5580 km.
b) Igazolja, hogy v km/h atlagsebesség esetén a repulégép Uzemanyag-

felhasznalasa ezen a tavolsagon (a modell szerint)
2790 -502200 + 265050000 kg lesz!(v > 0) (3 pont)
v
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A vizsgalatba bevont, Londontél New Yorkig kozlekedé repuldégépek v

atlagsebességére teljestil, hogy 800 km/h <v < 1100 km/h.

c) A megadott tartomanyban melyik atlagsebesség esetén a legnagyobb, és
melyik esetén a legkisebb az egy utra juté izemanyag-felhasznalas?

(S pont)
x* X
32) Adott a g figgvény: g(x)= Y + 5y (xeR).
a) Adjon meg egy olyan (nem nulla hosszusagu) intervallumot, amelyen a g
mindegyik helyettesitési értéke negativ! (3 pont)

b) Hatarozza meg a c lehetséges értékeit ugy, hogy Ig(x)dx =0 teljestljon!
0

(4 pont)
3 2

c) Hatarozza meg az f:]-4;-1—R, f(x)= —% + % +12x+20 faggvény
minimumhelyét és a minimalis figgvényértéket! (7 pont)

33) Egy egyesuleti 6sszejovetel tarsasagahoz S5 né
és 4 férfi csatlakozott, igy a nék aranya a
korabbi 25%-r6l 36%-ra nétt.

a) Hany foébdl allt az eredeti tarsasag? (S pont)
Az abran az egyesulet székhazanak fliggdleges
sikl homlokzata lathato, amelyet az AC és BC
egybevagd  parabolaivek  hatarolnak. A
parabolak tengelye egy-egy fliggbleges egyenes,
ezek az AB szakasz felezémerdlegesére
szimmetrikusan helyezkednek el. A homlokzat
szélessége AB =8 meéter, magassaga FC=06
meéter, az AF szakasz D felez6pontjaban mért tetémagassag pedig DE =2,5

meéter.
b) Hany négyzetméter a homlokzat tertilete? (11 pont)
34)Az f:R-oR, f(x)=x>-12x+27 fuggvény grafikonja a derékszdég
koordinata-rendszerben parabola.

a) Szamitsa ki a parabola és az x tengely altal bezart (korlatos) sikidom
tertiletet! (5 pont)

b) Irja fel a parabolahoz az E(5;-8) pontjaba huzott érinté egyenletét!
(S pont)
c) Szamitsa ki a parabola fokuszpontjanak koordinatait! (4 pont)
35) a) Abrazolja a [0;6] intervallumon  értelmezett x> x*-8x+11

hozzarendeléssel megadott fliggvényt (3 pont)
b) Adja meg a y=x"-8x+11 egyenlettel megadott alakzat P(5;—4)

pontjaban huzott érintdjének egyenletét. (11 pont)

36) Egy varosban bevezették a fizet6s parkolast. A parkolasi dij (a parkolas
idétartamatol fuiggetlentil) napi 10 garas. A dijakbol szarmazo teljes bevétel a
varosi koéltségvetést illeti.

Kezdetben nem alkalmaztak parkoloéroket. Az 1j rendszer bevezetése utan
néhany héttel megallapitottak, hogy naponta kb. 15 000 autés parkolt a
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fizetés Ovezetben, és mintegy 25 szazalékuk ,bliccelt”, azaz nem fizette meg a
parkolasi dijat. Emiatt a varosvezetés — egy elézetes hatastanulmany alapjan -
parkolodrok alkalmazasa mellett déntott. Az 6rok ellendrzik a dij megfizetéseét,
és annak elmaradasa esetén megbirsagoljak a mulaszté autést: minden
bliccelének 150 garast kell fizetnie (ez az 6sszeg tartalmazza a parkolasi dijat
és a birsagot is).

A tanulmany azt allitja, hogy a sUrtbb ellenérzés noévelni fogja a fizetési
hajlandosagot: minden egyes ujabb parkolodr alkalmazasaval a bliccelék
aranya 0,5%-kal kisebb lesz (példaul 2 parkol6dr alkalmazasa esetén 24%-ra
csOkken). A tanulmany szamitasai szerint egy parkoloér egy nap alatt kb. 200
autot fog ellendrizni, tovabba egy parkolodér alkalmazasanak napi koltsége
330 garas, amelyet a befolyt parkolasi dijakbol és birsagokbodl kell kifizetni.

A tanulmany még a kovetkezéket feltételezte: naponta atlagosan 15 000

parkolo auto lesz, egy autot legfeljebb egy parkolodr ellendriz, és a bliccel6k
aranya a parkoloérok altal ellendrzétt autok kozétt minden esetben
ugyanannyi, mint az 6sszes parkolo auto koézott.

a) A hatastanulmany becslései szerint mekkora lenne a varos parkolasi
dijakbol szarmazo napi netté (azaz a koltségekkel csokkentett) bevétele 10
parkoloér alkalmazasa esetén? (6 pont)

b) Amennyiben a hatastanulmany becslései helytalloak, akkor hany
parkolodr alkalmazasa esetén lenne a parkolasi dijakbdl szarmazé napi
netté bevétel maximalis? (10 pont)

37) Egy zo6ldségarus vallalkozo egyik reggel 200 kg elsé osztalyu barackot visz
eladasra a piacra. Tapasztalatbél tudja, hogy az elsé osztalya barack eladasi
egységara €s a napi eladott mennyiség kozott (jo kozelitéssel) linearis
kapcsolat van (az eladott mennyiség az eladasi egységar linearis fliggvénye).
Ha egész nap 500 Ft/kg aron kinalna a barackot, akkor varhatéoan a fele
fogyna el, mig ha 300 Ft/kg aron adna, akkor a 70%-a.

a) Mennyi lenne a zo6ldségarusnak az elsé osztalya barack eladasabol
szarmazo bevétele, ha egész nap 400 Ft/kg-os egységaron kinalna a
barackot? (3 pont)

b) Igazolja, hogy ha egész nap x (Ft/kg) az elsé osztalyu barack egységara, y

(kg) pedig a napi eladott mennyiség, akkor a kozottiik 1évé kapcsolat:

y=—éx+200 (0 < x<1000). (4 pont)

A nap végén a 200 kg-bol megmarado barackot a zéldségarus masnap mar
nem adhatja el elsé osztalyuként. Ezért a megmarado teljes mennyiséget
eladja egy gyumolcsfeldolgozo vallalkozasnak, mégpedig 80 Ft/kg egységaron.

c) Mekkora eladasi egységaron kinalja a barackot a z6ldségarus napkoézben,
hogy a napi bevétele maximalis legyen? (A napi bevétel az elsd
osztalyuként  eladott  barackbol  szarmazo  bevétel plusz a
gyumolcsfeldolgozo altal fizetett 6sszeg.) (7 pont)

38) Az ABCD négyzet oldalai 4 méter hosszuak. A négyzetbe az » a__¢
abran lathaté modon az EFGH paralelogrammat irjuk. Az /

AH és CF szakasz hossza x méter, a BE és DG szakasz
hossza 2x méter (0 < x <2).

b

a) Igazolja, hogy a beirt paralelogramma hossza (m’-ben .
meérve): T(x)=4x>-12x+16. (4 pont) |
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b) Hatarozza meg az x értékét ugy, hogy a beirt paralelogramma tertlete a
lehet6 legkisebb legyen! (4 pont)
c) Szamitsa ki a beirt paralelogramma szoégeit, ha x=1,25. (6 pont)

39) Egy 33x18 cm-es kartonlapbol : 33
(kivagassal, hajtogatassal) téglatest |
alakt dobozt készitenek. A doboz «
(sotétre szinezett) kiteritett haléjat ||
és méreteit az dabra szerint 18
valasztjak meg.

a) Hatarozza meg a doboz
térfogatat, ha a=7 cm!

e b : a b

(3 pont)
b) Hogyan kell megvalasztani az a, b, ¢, €élek hosszat ahhoz, hogy a doboz
térfogata maximalis legyen? (9 pont)

Egy téglatest barmely harom csucsa egy haromszoéget hataroz meg.

c) A téglatest csucsai altal meghatarozott haromszégek ko6zott hany olyan
van amelynek a sikja nem esik egybe a téglatest egyik lapjanak sikjaval
sem? (4 pont)

40) Egy fafajta torzsének keresztmetszetét vizsgaljuk az adott magassagban. Ez a
keresztmetszet a fa 5 és 20 éves kora kozo6tti ndvekedése soran (jo kozelitéssel)

mindveégig kor alakuinak tekintheté. A kor atmeérojét a

d :[5;20] > R, d(x) =-0,25x* + 20x + 40 flggvény adja meg, ahol x a fa

években mért életkorat, d(x) pedig az atmérdé milliméterben mért hosszat

jeloli.

a) Hany cm a térzs keresztmetszetének atmeérdje akkor, amikor a fa éppen
10 éves? (2 pont)
b) Hany dm?’-rel né a fatérzs keresztmetszetének tertilete a 11. évben?
Valaszat egy tizedes jegyre kerekitve adja meg! (4 pont)
c) Hany éves a fa akkor, amikor a torzs keresztmetszetének kertlete éppen 1
méter? (S pont)

41) a) Az abran a harmadfoku f fliggvény grafikonjanak egy részlete lathato. A
figgvény értelmezési tartomanyaban megjelolttink 6t helyet.
Mindegyik esetben doéntse el, hogy az adott helyen az f elsd, illetve a
masodik derivaltjanak eléjele pozitiv (P) vagy negativ (N)! Valaszat irja a
megadott tablazat megfelel6 cellajabal!l
(Tudjuk, hogy f'(x,)=0.)

' ' 1 :
1 1 : )
I ' 1 :

/ I H ] rs i i T
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hely X Xy X3 X4 Xs
f' eléjele p 0
f" eléjele

(4 pont)
b) Adottaz y = —%(x — 2)2 + 8 egyenlett1 parabola.

Hatarozza meg a k valos paraméter értékét ugy, hogy a 4x-y==k

egyenletll egyenes érintse a parabolat, és hatarozza meg az érintési pont

koordinatait is! (9 pont)

42) Az északi félteke 50. szélességi korén egy adott napon a nappal hosszat (a

napfelkelte és a napnyugta kozott eltelt idét) jo kozelitéssel a kovetkezd f
figgvénnyel lehet modellezni:

n+38
=-5,2 11,2,
f(n) cos( =3 j+

ahol n az adott nap sorszamat jeloli egy adott éven beltl, f(n) pedig a nappal

hossza 6raban szamolva (1<n <365, n e N).

Az alabbi abra a g: [1;365] - R; g(x)= —5,2cos(x5+88

) +11,2 fuaggvényt

szemlélteti.
(A g figgvény az f-nek egy folytonos kiterjesztése.)

v\A
16
12

8

4

20 180 330 x

a) Ha x=1, akkor x+8 helyettesitési értéke %
Adja meg a % radian értékeét fokban mérve! (2 pont)
b) Szamitsa ki a modell alapjan, hogy az év 50. napjan milyen hosszu a
nappal!
Valaszat ora:perc formatumban, egészre kerekitve adja meg! (3 pont)
c) Igazolja, hogy (a modell szerint) egy évben 164 olyan nappal van, amelyik
12 6ranal hosszabb! (7 pont)

Adott egy masik, az y=-5,2cos(x)+11,2 egyenlett gorbe, valamint az
x=0,az y=0 és x =2rn egyenletll egyenesek.
d) Szamitsa ki a gérbe és a harom egyenes altal hatarolt korlatos sikidom
tertileteét! (4 pont)
43) Egy varosban a kozosségi kozlekedést kizardlag vonaljeggyel lehet igénybe
venni, minden utazashoz egy vonaljegyet kell valtani. A vonaljegy ara jelenleg
300 tallér. Az utazasok szama naponta atlagosan 100 ezer. Ismert az is, hogy
ennek kb. 10%-aban nem valtanak jegyet (bliccelnek).

- 35 -



2005-20XX Emelt szint

A varosi kozlekedési tarsasag vezet6éi hatastanulmanyt készitettek a vonaljegy
aranak esetleges megvaltoztatasarol. A vonaljegy arat 5 talléeronként lehet
emelni vagy csékkenteni. A hatastanulmany szerint a vonaljegy aranak 5
talléros emelése varhatéan 1000-rel csOkkenti a napi utazasok szamat, és 1
szazalékponttal noveli a jegy nélkuli utazasok (bliccelések) aranyat. (Tehat
példaul 310 talléros jegyar esetén naponta 98 000 utazas lenne, és ennek
12%-a lenne bliccelés.) Ugyanez forditva is igaz: a vonaljegy aranak minden 5
talléros csokkentése 1000-rel névelné a napi utazasok szamat, és 1
szazalékponttal csdkkentené a bliccelések aranyat. A tanulmany az
alkalmazott modellben csak a 245 tallérnal dragabb, de 455 tallérnal olcsobb
lehetséges jegyarakat vizsgalta.

a) Mekkora lenne a kozlekedési tarsasag vonaljegyekbdl szarmazo napi
bevétele a hatastanulmany becslései alapjan, ha 350 tallérra emelnénk a
vonaljegyek arat? (4 pont)

b) Hany talléros vonaljegy esetén lenne maximalis a napi bevétel?

(12pont)
44) Adott két figgvény:
£:]0;130[ > R; f(x)=900-0,25(x— 60)2 , illetve
g:]0; 130 > R; g(x)=6,4x.
a) Adja meg az fzérushelyét! (4 pont)
b) Szamitsa ki az f(20)-g(20) kiilénbség értékét! (3 pont)
c) Adja meg a h:]0;130[ > R; h(x)=f(x)-g(x) fluggvény szélsGértékét
(tipusat, helyét és értékét)! (6 pont)
45) Adott négy, a valds szamok halmazan értelmezett fliggvény:
f(x)=(x+4)(2-x)
g(x)=x+4
h(x)=x*-4
i(x)=|x-4
a) Hatarozza meg az f és g fuggvények grafikonja altal kézrezart korlatos
sikidom tertletét! (7 pont)

Egy négypontu graf csucsait megfeleltetjiik e négy fliggvénynek. Két csucsot

pontosan akkor kéttink 6ssze éllel, ha a két megfelelé fliggvénynek van k6zos

zérushelye.

b) Rajzolja fel az igy kapott grafot! (4 pont)

A valés szamok halmazan értelemezett k fliggvény zérushelye -5 és 3, az m

figgvény zérushelyei 3 és -3, az n fliggvény zérushelyei pedig S és -5.

A p els6foku fuiggvény hozzarendelési szabalya p(x)=x+c, ahol c egy valos

szam.

c) Hanyféleképpen valaszhaté meg a c konstans értéke ugy, hogy a k, m, n
és p fliggvényekre a b) feladatban megadott szabaly szerint elkészitett
négypontu graf fagraf legyen? (5 pont)
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46) Adott  az y=0,25x(x-5 (0<x<5)
egyenlettl goérbe.
a) Igazolja, hogy az origo és az (5;0) pont is

y=0,25x(x-5)* (0<x<5)

rajta van a gorbén!
Az ABCD derékszogl trapéz egyik szaranak
két végpontja az A(L0), illetve a B(3;0)
pont, a masik két csucsa pedig a megadott
goérbén van, az abra szerint. A megadott goérbe
és az x tengely [0;5] szakasza egy korlatos

2 4
sikidomot fog kozre. A B
b) Ha véletlenszertien kivalasztjuk ennek a korlatos sikidomnak egy pontjat,
akkor mennyi a valoszinlisége, hogy a kivalasztott pont a trapéznak is
pontja lesz? (10 pont)

X

47)
a) Hatarozza meg az m valoés szam Osszes lehetséges értékét ugy, hogy az
alabbi kijelentés igaz legyen!
Az x* —2x+4 = mx egyenletnek pontosan két kiilénbdzé valos gydke van.
(6 pont)
b) Mutassa meg, hogy az alabbi kijelentés igaz!
13
Az f:R->R; f(x)= (7 cosxf 2 fuggvény értékkészlete az {5,5}
intervallum. (S pont)
c) Tudjuk, hogy az A, B, C kijelentések mindegyike 0,6 valoszintiséggel
igaz és 0,4 valoszintiséggel hamis. Ebben az esetben mennyi annak a
valoszinlisége, hogy (A A B)v C kijelentés igaz? (S pont)

48) Egy nyolcfés csapat kosarlabdaedzése koézben mind a nyolcan 10-szer
kiséreltek meg harompontost dobni. A sikeres dobasok szamat mind a nyolc
fénél felirtak. A feljegyzett szamok: 6, 3, 7, 6, 4, 7, 8 és 7.

a) Hatarozza meg a sikeres dobasok szamanak atlagat, medianjat és
szorasat! (4 pont)

A kosarlabda buntetédobast 4,6 méter tavolsagrol kell elvégezni, a gytrt 3

meéter magasan van. Petra a dobas pillanataban 2 méter magassagbol engedi

el a labdat, és az idealis, vizszintessel bezart 45°-os szogre térekszik a dobas

inditasanal.

b) Petra dobasanak modellezéséhez hatarozza meg annak a parabolanak az
egyenletét, amely athalad a P(0;2) és a Q(4,6;3) ponton, a P pontban

huzott érintéjének iranyszége pedig 45°! A parabola egyenletét

y =ax’ +bx +c alakban adja meg! (8 pont)
Az abran a [-2;3] intervallumon értelmezett szigoruan J;“
monoton, folytonos f fliggvény grafikonja lathato. 4
c) Adja meg az [ inverzfliggvényének értelmezési |
tartomanyat, értékkészletét, zérushelyét, és 2 :
jellemezze az inverzfiggvényt monotonitas 1
szempontjabaol! (4 pont) -
-2 -1/0 1 2 3 X
/’1
-2
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49)

50)

51)

Egy sorsjegybdl jelenleg havonta atlagosan 5000 darabot értékesitenek. Egy
darab sorsjegy ara 500 Ft, de a forgalmazo cég ezt csdkkenteni szeretné. A
sorsjegy ara 10 Ft-os lépésekben csdokkenthetd. Azt feltételezik, hogy ha az ar

n-szer 10 Ft-tal alacsonyabb lesz, akkor havonta 10n° -tel t6bb sorsjegyet
tudnak eladni (n € N+) . Tekintstk ezt a feltételezést helytallonak.

a) Hatarozza meg a sorsjegyek eladasabol szarmazo havi bevételt, ha a

sorsjegy arat 300 Ft-ra csokkentik! (3 pont)
b) Hatarozza meg azt az n értéket, amelyre a sorsjegyek eladasabol szarmazo
havi bevétel maximalis lenne! (9 pont)

Az Osszes sorsjegy 5%-a nyerd. Kétféle nyeremény van: 2500 Ft-os és

50000 Ft-os. A 2500 Ft-os nyerd sorsjegybdél pontosan 24-szer annyi van,

mint az 50000 Ft-osbol.

c) Toltse ki az alabbi tablazat tires mezdéit, majd szamitsa ki egy darab
sorsjegy nyereményének varhato értékét! (4 pont)

1 db sorsjegy

) 0 2500 50000
nyeremeénye (Ft)

nyeremen
yEremeny 0,95
valoszinusége

a) Oldja meg az alabbi egyenletet a valéos szamok halmazan!
(27 -3) =271 +9 (7 pont)

Legyen f(x)=x>—-9x+14, ahol x valos szam.
Tekintstk a kovetkezé allitast: ,Ha x> 7, akkor f(x)>0.”
b) Adja meg az allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)! Valaszat indokolja!

(4 pont)
c) Fogalmazza meg az allitas megforditasat! Igaz-e az allitas megforditasa?
Valaszat indokolja!l (3 pont)
A statisztikai értékelések soran szikség van az g
adatokat és Osszefliggéseket szemléltet6 pontok és - P
egyenesek kolcsonds helyzetének jellemzésére. Egy | I i}
ilyen jellemzé lehet a pontnak egy megadott .| | . /
egyenestdl mért fliggdleges tavolsaga. a
Az abran lathaté P,P,P,,P, pontok esetén a H
Py
figgodleges tavolsagok rendre a d,,d,,d,;,d, szakaszok i
hosszaval egyenlék. (A  tavolsagokat megado Py
szakaszok parhuzamosak az y tengellyel.) :
a) Hatarozza meg az R(4;2) és az S(4;5) pontok ° iE
ftiggdleges tavolsagat az y = %x +§ egyenestol! (3 pont)

Ha a derékszogti koordinata-rendszerben az adatokat pontokkal jelenitjuk
meg, €s kulénbdzd egyeneseket vesziink fel, akkor mindegyik egyeneshez
kiszamithaté a pontok fliggbleges tavolsagainak négyzetosszege (az abran

lathaté példaban d? +d,> +d,* +d,?).
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Tekintsiik azt az egyenest a pontokra legjobban illeszkedé egyenesnek,
amelyre ez a négyzetdsszeg a lehetd legkisebb.

Adott harom pont a koordinata-rendszerben: A(1;3), B(3;5) és C(4;4).

b) Adja meg az m értékét ugy, hogy az y=mx egyenletll (origon atmeno)
egyenes a megadott modszer szerint a legjobban illeszkedjen az A, B és C
pontokral (m € R) (6 pont)

Az y= %(—Q)CQ +1 1x) egyenlettl g gérbe athalad a megadott A és B pontokon,

a h egyenes pedig az origon és a C ponton.
c) Mekkora a g és h altal koézbezart korlatos alakzat tertilete? (7 pont)
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